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PRÓLOGO 


Si el estudio del Álgebra atrae cada vez más a los estudiantes, es, ciertamen- 
te, porque ya no se pueden hacer Matemáticas sin Álgebra; y también es, sin duda, 
porque esta disciplina tiene su propio interés y su atractivo particular. En el curso 
del desarrollo prodigioso que ha tenido en los últimos cuarenta años, el Álgebra 
se ha desembarazado de técnicas enrevesadas, para convertirse en una ciencia 
seductora por la elegancia de sus métodos y demostraciones. Se ve en toda su pu- 
reza al razonamiento matemático operar sobre una multitud de nociones, de las 
que no se sabe bien si es mejor decir, que cada una es perfectamente simple y na- 
tural, o que el conjunto, es un extraordinario producto de la imaginación humana. 


El poder formativo del Álgebra es considerable, Asi, se ha creado en nuestras 
Facultades una “opción algebraica” en la licenciatura para la enseñanza, y es el 
programa (máximo) de esa opción el objeto de este tratado, Éste no pretende ser 
más que un libro dedicado a los estudiantes; ésta es la razón, por ejemplo, de que 
no contenga indicaciones bibliográficas. 


El libro es autónomo, vuelve a tomar desde el principio, con un espíritu dife- 
rente, las nociones fundamentales de Álgebra de los estudios preparatorios. Se ha 
insistido en destacar algunas ideas directrices. Tomadas de la teoría de conjuntos, 
las nociones de familia de Moore y de clausura de Moore dominan lo concerniente 
a la generación de estructuras algebraicas. Las nociones de retículo y de grupos 
con operadores, permiten la aproximación entre la teoria de grupos, la de anillos 
y la de espacios vectoriales. El axioma de Zorn, estudiado en sí mismo de modo 
completo, conduce a la existencia de un ideal maximal incluyendo a un ideal dado, 
a la de base en un espacio vectorial de dimensión infinita y a la de un suplementa- 
rio para cualquier subespacio, asi como a la existencia de clausura algebraica de 
un cuerpo conmutativo, 


No es necesario decir que debemos mucho a los tratados de Álgebra escritos 
antes que éste por numerosos autores. Expresamos nuestra gratitud a J. ARBAULT 
y a P. LEFEBVRE que nos han ayudado en la corrección de pruebas con una multi- 
tud de valiosas sugestiones. 


Agradecemos calurosamente a la Editorial DUNOD que su i 
tan afortunadamente al desarrollo de la edición matemática. 


tiva contribuya 


PAUL DUBREIL, MARIE-LOUISE DUBREIL-JACOTIN 


Nota del traductor 


Unas pocas palabras de explicación y de gratitud. 


Creemos hacer un trabajo útil para todos los estudiantes de habla hispana al 
ofrecerles la versión de un texto cuyo valor didáctico se ha acreditado con una 
rapidez inusitada, aunque no sorprendente para quienes conocían el valor de los 
autores. El traductor ha tenido algunas veces la tentación de modificarla nomen- 
clatura, para ponerla más de acuerdo con la clásica en castellano, o algunos deta- 
lles de exposición, para buscar la más perfecta adaptación a nuestros programas. 
Pero ha resistido esas tentaciones (bien disculpables pára todo profesor de ÁA!ge- 
bra) y ha decidido ofrecer una traducción disciplinada y fiel. Debe hacer constar 
la valiosa ayuda de los profesores adjuntos señores RAMIRO y ONIEVA, 


Los autores han acrecentado los motivos para la gratitud del traductor al 
comunicarle, para que fuesen recogidas por primera vez en esta edición española, 
las correcciones, que el uso de su propio libro les ha sugerido. Numerosos detalles 
de la primera edición francesa (1961) han sido, pues, mejorados en ésta, por la 
amable deferencia de sus autores. 


El público lector de temas matemáticos es siempre minoritario, y ello hace 
altamente meritorio el gesto de los pocos editores que por vocación cultural, más 
que comercial, se dedica a él. Gracias, pues, a EDITORIAL REVERTÉ, por el interés 
y cuidado que ha puesto en la aparición de esta edición. 


RR, V. 
(1963) 


Nota a la segunda edición 


Al publicar esta segunda edición (revisada) del texto de Dubreil y Dubreil- 
Jacotin, resulta oportuno advertir que la Editorial Reverté ha publicado reciente- 
mente una traducción del libro de A. Bigard, M, Crestey y J. Grappy, Problemas 
de Algebra Moderna, el cual constituye una ilustración práctica de estas leccio- 
nes teóricas, cuyo espíritu y estilo conservan. Sin embargo, ambos libros son 
autónomos en su empleo, 


RR V. 
(1971) 
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CAPITULO PRIMERO 


LEYES DE COMPOSICIÓN 


$ 1. Observaciones generales sobre algunas operaciones clásicas 


En el curso del estudio de las Matemáticas elementales hemos realizado 
la suma y la multiplicación de números naturales 1, 2, ..., y de números racio-= 
nales (representados por fracciones); más tarde la suma y multiplicación de 
números racionales de cualquier signo; por fin, la suma y multiplicación de 
números reales y de números complejos. 

La resolución de las ecuaciones: 


b+x=a, by=a, 


donde a y b son dos números dados, nos llevó a las operaciones inversas, Sus- 
tracción y división. 

Pero aquí la existencia de la diferencia x =a— bh y la del cociente exacto 
y=6b:a depende esencialmente del conjunto de números considerado: en el 
conjunto Q de los números racionales (2 0), en el conjunto R de números 
reales (2 0), en el conjunto C de los números complejos, la sustracción es 
siempre posible, mientras que no sucede lo mismo en el conjunto N de los nú- 
meros naturales, ni en el conjunto Q+ de los números racionales positivos. 
En Q, R, C, el cociente exacto de a por b existe mediante la sola condición 
b%0; no sucede lo mismo en N, ni en el conjunto Z de los enteros relativos (es 
decir = 0). ' 

En otro orden de ideas, consideremos los movimientos, en geometría, y Su 
composición, que a dos movimientos dados «, f, asocia el movimiento B o a 
que se obtiene realizando primero a y después f. Si a y £ son dos traslaciones, 
tenemos 


«oB=Boa 


pero esta igualdad no es cierta para dos movimientos a, B cualesquiera: esto 
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se ve, por ejemplo, en geometria plana, cuando « y £ son las simetrías con 
relación a dos puntos distintos O y O” (fig. 1); tenemos, con la notación de 
la figura 


(Bo0)0=BO=01 


(a0fB)0=a 01 =0». 
—_—_—_—_ A 
0, o o 0, 
Fic. 1. 


He aquí, pues, que una propiedad de la operación o depende también del 
conjunto sobre el que esta operación actúa. 

Es indispensable pues, si se quiere estudiar correctamente una operación, 
no separar ésta del conjunto de los elementos sobre los cuales se realiza; 
El lenguaje de la teoría de conjuntos nos va a permitir introducir de una ma- 
nera precisa y general, la noción de ley de composición, fundamental en ál- 
gebra moderna. 


$ 2. Leyes de composición 


Expresamos con la notación clásica a € E (“a pertenece a E”) que un ente 
a es elemento de un conjunto E. Dado el conjunto E, consideramos como defi- 
nido el conjunto de pares ordenados (a, b) donde a€ E, b€E; la locución 
pares ordenados significa, que se distinguen en cada par (a, b) el primer ele- 
mento a y el segundo elemento b. El conjunto de estos pares es por definición 
el conjunto producto cartesiano de E por si mismo, designado por E X E.* 

Se llama ley de composición interna definida sobre E, toda ley T que asocie 
a cada par ordenado (a, b) de elementos de E un elemento c de E, imagen de 
este par; tal ley de composición no es más que una aplicación 7 del conjunto 
producto EX E en E. 


(7) (a, b)=> c. 


Se dice también que T define en E una operación binaria; a es el primer 
término, b el segundo término, c el resultado; es cómodo escribir 


aTb=c 
(que al leer se enuncia “a truc b igual a c”). 


1 Dados conjuntos 
definida una aplicación (o fune 


y Bosioa cada 1eA corresponde 
uniforme) a de A en K, que se indica pon: 


DeB, y sólo uno, se tiene 
ndo a: A=£, El ele- 


82 LEYES DE COMPOSICIÓN 3 


Puede suceder que deban considerarse simultáneamente varias leyes de 

composición interna en un mismo conjunto; se emplean entonces otros símbolos 
tales como 1 (“antitruc”), * (“estrella”), o bien letras O, O, Por otra parte, 
conocemos bien los simbolos propios de las operaciones usuales: + (notación 
aditiva: adición de números, de funciones...); . o nada (notación multiplicativa: 
multiplicación de números, de funciones...); M (intersección de partes de un con- 
junto), U (unión de partes de un conjunto), A (producto vectorial), etc. 
El símbolo de una cierta operación algebraica es a menudo utilizado para una 
ley de composición abstracta que tiene propiedades análogas. Se debe observar 
que, para la composición de las aplicaciones, el signo o es utilizado con trans- 
posición de los términos, asi que Boa indica la aplicación obtenida efectuando 
primero a, después f8, de modo que 


(a, B)=>y 
se escribe 
y=B0a. 


Observaciones. — 1. Supondremos generalmente que el resultado c=aT bh 
existe cualquiera que sea la elección de a y de b en el conjunto E*; se expresa 
esto diciendo que T es una ley de composición interna definida totalmente. Desde 
este punto de vista, la sustracción en el conjunto N de números naturales, no 
puede ser considerada como una tal ley de composición, 

2. También supondremos que, si los términos a, b son fijos, el resultado 
c=aTb es único, lo cual se expresa diciendo que T es una ley de composición 
uniforme. 

3. Podemos evidentemente eximirnos de las restricciones precedentes, y 
considerar leyes de composición definidas solamente sobre ciertas partes de 
EXE, o para las que el resultado sea, no un elemento, sino una parte de E 
(leyes multiformes). La generalización siguiente nos será más útil, 

Consideremos tres conjuntos cualesquiera A, B, C, distintos o no, y el con- 
junto producto A X B de los primeros, esto es, el conjunto de pares (a, b) donde 
ace A beB. 


Llamaremos de forma general ley de composición a toda aplicación 
(a, b)y>c(a€ A,bEB,cEC) del conjunto AX B en el conjunto C. 


mento Dose lama ¿mugen (o representación) del 
del bh, Si tudo elemento dl 
(o de Losabre Ben Francés 
la aplic 
biyectiva 


ientras que a es original (o á 


unen recíproca) 
na cha nstira 


ón uniculente). 
o hinniroca), AN. del TO 


2 a 


mn enando  coinel 
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Ejemplos. — 1. Consideremos tres conjuntos E,, E,, E,, 

A el conjunto de aplicaciones de E, en E, 

B el conjunto de aplicaciones de E, en Es 

C el conjunto de aplicaciones de EsieniEn 

Al par (a f) formado por una aplicación «€ A: 2i—>a% =x% y por una 
aplicación B € B : ya —> By2 = ys € Es, asociemos la aplicación compuesta 
y=PoxE€C definida por yx, = fBlax,). (Se escribe más brevemente y = Ba, 
supuesto que no haya temor a confusiones). Tenemos aquí una ley de compo- 


sición (8) > y 


en la cual los dos términos a, f y el resultado y pertenecen a conjuntos A, B, C, 
en general diferentes. 

2. Sean p y q dos enteros naturales, distintos o no; designemos respecti- 
vamente por A, B los conjuntos de polinomios * en x, con coeficientes reales de 
grados p, q. La multiplicación de un polinomio € A por un polinomio g € B 
da un polinomio fg perteneciente al conjunto C de los polinomios de grado 
P+0: constituye una ley de composición, que es una aplicación del conjunto 
AXB en el conjunto C. e 
>, 3. La formación del producto escalar V,+V,=p de dos vectores libres 
V,, V, del espacio euclídeo real de tres dimensiones, es una ley de composición 
en la cual los conjuntos A, B, coinciden con el conjunto E de esos vectores libres, 
mientras C es el conjunto R de los números reales. 

Cuando los tres conjuntos A, B, C, que intervienen en la definición de una 
ley de composición coinciden con un mismo conjunto E, se tiene una ley de 
composición interna definida en E. 

Si A y C coinciden con un mismo conjunto E, y B es diferente de E, se 
tiene una ley de composición externa a la derecha; los elementos de B se llaman 
entonces multiplicadores u operadores a la derecha, 

Si B y C coinciden con un mismo conjunto E, y A es diferente de E, se tiene 
una ley de composición externa a la izquierda; los elementos de A son, para los 
de E, operadores o multiplicadores a la izquierda. Por ejemplo, definiendo como 


y llamemos: 


> > 
se sabe el producto aV de un vector libre (real) V por el número real a, se in- 
troduce una ley de composición externa a la izquierda; A es el conjunto R de 
los números reales, mientras que B y C coinciden con el conjunto E de los vec-= 
tores libres (reales). 


$ 3. Conjuntos con una ley de composición interna 
Consideremos un conjunto E con una ley de composición interna denotada 


por T. Cuando empleemos la notación multiplicativa o la notación aditiva, ¡la- 


1 Volveremos más tarde (cap. 1Y, $ 5) sobre la noción de polinomio; esta noción es utilizada 
aquí en su sentido elemental. 
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maremos a E un conjunto multiplicativo o un conjunto aditivo, respectivamente. 
Cuando E es un conjunto finito *, E =4 4,, 4, ..., dy | se le puede repre- 
sentar, o incluso definir, por su tabla, es decir por una tabla de doble entrada 
en la cual figura en la intersección de la fila de orden ¿ con la columna de 
orden j, el elemento a;T aj. 
Ejemplos. — 1. Consideremos el conjunto <4,, d,, a,| con la ley de compo- 
sición definida por x T y = y. En tal caso tendremos la tabla 


td | 41 ds 43 


di | a1 de as 


2. En el conjunto E=4 0, b,c, d |, la tabla 


define una cierta ley de composición interna, 

3. Varias leyes de composición fundamentales se derivan de la adición de 
números naturales. Para definir a ésta, partiremos de un sistema de axiomas 
que caracteriza el conjunto N=4 1,2, .... n, ... | de dichos números. El sistema 


0 (1, número natural) si existe 
una correspondencia. binnivoca 
'os naturales (cuyo conjunto 
es un eonjunto F con una ley de 
ja un primer elemento, que tod 
y que F posea un elemento último. 


es finito y 


1 Recordemos que un conf 
n 


para definir los conjuntos 
vrdenación total a <b ta 
elemento de F distinto del 


imero tenza un pre 
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de PEANO es el siguiente: 

1 N contiene al menos un elemento a tal que existe una biyección f de 
N sobre N—(a). 

2. SeaAc<N. Si 

1 ac A, 

2.2 A es estable con relación a f (es decir B(A) < A, lo que aquí puede 
escribirse B(A) € A — [a )), entonces, tenemos la igualdad 


A=N (principio de recurrencia) * 


Llamamos 1 al elemento a, 2 al elemento £(a), 3 al elemento f(2), etc. 
Se define por recurrencia la suma, n + p, poniendo 


n +1 = Bn) 
n + Blo) = Bla + 1) 


Y también se puede definir la multiplicación, poniendo 


n:l=nRn n- Blp)-= np + ne 


$ 4. Construcción de conjuntos con una ley de composición interna 


Expondremos ahora algunos procedimientos importantes que permiten, da- 
dos ciertos conjuntos con leyes de composición interna, construir un nuevo con- 
junto con ley de composición interna. 

lo Sea F el conjunto de las funciones f, o un conjunto de funciones, 
definidas sobre un conjunto dado X, y tomando sus valores en un conjunto dado 
E con una ley de composición T: 


| i>y=fl) (TEX, y€E). 


Si f y g son dos funciones de $, asociemos a todo elemento x de X el elemento 
Í(x) T g(x) de E; obtendremos así una función 


x—> f (2) T g(a) 


que es, por definición, la función f T g : tenemos así en F, una ley de compo- 
sición interna, definida a partir de la de E; se representa, para abreviar, esta 
nueva ley una composición, que opera en 4 por el mismo signo T que la antigua 
que opera en E. 


2 Sinónimo de “principio de inducción”. que es la usual expresión española. (N. del T.) 
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2. Sean los conjuntos E,, E,, y designemos aquí para mayor clari- 
dad, sus operaciones respectivas por T,, T,. Consideremos el conjunto producto 
P=E,X E,. Poniendo para dos pares (a,, a,), (b,, b). 


(41, a2) T (br, b2) = (a1 Ti br, an Ta da) 


definimos en P una ley de composición T. Sucede a menudo que las leyes de 
composición Ti, Ta, T se indican por medio de un mismo símbolo. 

Este procedimiento se extiende inmediatamente a cualquier número finito k 
de conjuntos E,, ..., Ex. Se observará que interviene en la definición del producto 
de dos fracciones (multiplicación de numeradores y denominadores entre sí), y 
en la adición de vectores (la componente de orden ¡ del vector suma, es la suma 
de las componentes homólogas). 

3.2 Sea A una parte de un conjunto E con la ley de composición interna 
T, A< E. Si para todo par de elementos a,, a, de A, el resultado a1 T as de la 
operación pertenece a A, se dice que A es una parte estable para la operación 
Tde E. 

Se puede, pues considerar la parte A como un conjunto en el que se define 
una ley de composición, que es la dada en E, aplicada a los elementos de A. 

Esta ley de composición, que opera sólo sobre los elementos de A, se llama 
restricción en A o traza sobre A, de la ley de composición de E. Se la denota 
generalmente con el mismo símbolo que la ley de composición en E. 

4.2 Consideremos el conjunto de las partes P(E) de E; sea T la ley de 
composición de E. 

Si A y B son dos partes no vacias de E, convengamos en designar por 
A TB el conjunto de resultados a T b cuando a y b recorren respectivamente 
AyB; 


ATB=(aTb;0d€4,bE€B). 
Designamos ahora por Y la parte vacía, y pongamos 


XTB=BTX=Y8Y 


para cualquier parte X € S(E). Así hemos definido, a partir de la ley de compo- 
sición T dada en E, una ley de composición interna en S(£) que, según el uso, 
designaremos con el mismo simbolo. 

Se cumplen las siguientes importantes reglas de cálculo * 


la ley 
element 


composición que ha silo definida, la relación 
le A es elemento de 4%, la unión de partes: 


1 Estas reglas hacen intervenir, 
de inclusión de partes (A < Af si 


(SI Fes una familia. de partes de E, es decir un subconjunto de S(E), ta unión R= YX es 


xEF 
el conjunto de elementos de E que pertenecen al menos a una parte XeF),y la intersección de 
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R, ASA implica ATBSA'TB 
evidente según las definiciones; 


Ra a) -L Jura, (Usr-Uara: 


xEF xEeSF xEF xEF 


Para establecer cada una de estas dos igualdades, basta observar que un 
elemento cualquiera del primer miembro pertenece al segundo, e inversamente; 


Rs aT((1x)= (Jura, ((3)72s ara: 


xEF xESF xeF 


todo elemento del primer miembro pertenece, en efecto, al segundo, a causa de 
R,; pero aquí, la igualdad no es cierta en general. Consideremos por ejemplo el 
conjunto 44, b, c, dj de la: pág. 5 y tomemos 


=(b) Xi=(a0b)  Xa=(a,c) 
Tenemos 


XNMX»=(a) AT(X1N Xo)= (5) 
ATX=ATX=(0,5) (ATXIN(ATX)=(a,5). 


Observación. — Cuando se trata de una parte 4 x | formada por un solo 
elemento x, se escribe ordinariamente x T A en vez dex TA, y A Txen 
vez de AT¿xp 

5.2 Se dice que una familia F de partes de E es una familia de Moore si E 
pertenece a ella y, además, con cualesquiera partes de E que estén en la familia, 
está también su intersección. Estas dos propiedades de 4 se formulan así: 


Mi EEcF 
Ma si F"<F, se tiene Nes. 
FEF 
De esta definición resulta que /a intersección de familias de Moore relativas 
al mismo conjunto £ no es nunca vacía y es ella misma una familia de Moore. 
Por ejemplo, si se consideran las partes de un conjunto E estables para 
una aplicación de E en E, constituyen evidentemente una familia de Moore; y 
las partes de E estables para una familia de aplicaciones constituyen asimismo 
una familia de Moore. 
partes (la intersección 7 = 7] Y es el conjunto de los elementos de E que pertenecen simultá- 


EF 
heamente a toda parte xeF ). 
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Teorema 1.—Para toda parte A de E, existe una parte minima AEF 
que contiene a A. 
Según M,, el conjunto $" de los elementos F de F que contienen a A no 


es vacio; según Ma, A =| ] F pertenece a F ; ahora bien, tenemos A < A; 
FEF 
es pues el menor elemento de F que contiene a A. 


Observación. — Si A EF, se tiene A = A, e inversamente. 

Se llama aplicación de clausura de Moore (u) asociada a F la aplicación 
de S(E) sobre F que a toda parte A de E asocia A. * 

Dicho esto supongamos que E tenga la ley de composición T, y designemos 
igualmente por T la ley de composición del conjunto de las partes S(E), (ver 4.9). 
Siendo F una familia de partes de E, las relaciones Az EF, A2 EF no impli- 
can en general Ar T Az € F. Pero cuando F es una familia de Moore, se puede 
definir una ley de composición T, a partir de T, poniendo: 


FIT Fa=F,TF, (Fi, Fac) 


donde F, TF, designa el minimo elemento de F que contiene a Fi T Fa. 
Este procedimiento es fundamental y veremos numerosas e importantes apli- 
caciones del mismo. Demos ahora solamente un ejemplo bien sencillo. 


Ejemplo. —Sea F el conjunto de partes de E que contienen un elemento 
dado a. Tenemos 


A=AUfa), 


FIT Fe=(P1T Fo)U La). 


En este ejemplo, como en la definición general, se ve que la aplicación 
7 de FXxF en Fcorrespondiente a la ley de composición T es el resultado de la 
composición de la aplicación + de S(E) x I(E) en S(L), restringida a F x F, 
y de la aplicación de clausura A—>A de S(E)en F, restringida a (F x F). 
Estudiemos más a fondo la aplicación 


(u) A=>A 


de S(E) en F ; esta aplicación, asociada a la familia de Moore F, tiene las tres 
propiedades siguientes: 


1 La parte 1, clausura de A, se Hama en otros autores adherencia de A, y se indica con la 
misma notación. (Y. del T.) 
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a) es extensiva, es decir 


B) es isótona, es decir 
A< BB implica AS B 
y) es idempotente, es decir 
A=A 
(pues A € $). 
Es notable el hecho de que inversamente, toda aplicación 
(p) A>A 
de S(£)en S(E) que verifique las tres propiedades precedentes, a, fB, y permite 
definir en S(£) una familia de Moore F'; además € es la clausura asociada a F. 
Llamemos en efecto partes cerradas a las imágenes F = X (= p(X)) y de- 
signemos por F el conjunto de esos elementos; 
F = ASÑE) =[P0), X ETE) ). 


Según a tenemos E = E, luego E € F. Sea ahora F'una subfamilia de F 


yl =| ] F. Tenemos / < 7. Pero, por otra parte la isotonia fp da 
Fes 


luego 


(1) 
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de donde 7 = [, luego I € F, y por ende F es una familia de Moore. 

Si F (€ F) contiene a A, tenemos A < F=F; A es pues el menor elemento 
de F que contiene a A: es decir, que y es la aplicación asociada a la familia 
de Moore F. 

Desde este punto de vista, es claro que si F,, F, son dos partes cerradas no 
hay razón alguna para que F, T, F, (en el sentido del apartado 4.>) lo sea también; 
al contrario, la T definida por la igualdad fundamental 


F,TF:=F,T1F,€F 


es una ley de composición en la familia de Moore F de las partes cerradas. 

6." Se llamará recubrimiento de un conjunto E toda familia de subcon- 
juntos de E cuya unión sea E. Consideremos ahora una partición de un con- 
junto E, es decir, un recubrimiento de E por subconjuntos no vacios y dos a dos 
disjuntos, C, C”, ..., llamados clases; tenemos pues, designando por CG la famili: 
de las clases, 


vE=|Jc, 


Cee 
2C,C "EC, CAC" implica cnc =Y. 


En teoría de conjuntos, se da el nombre de suma a toda unión de partes no 
vacias y disjuntas dos a dos; escribiremos pues, también 


La familia F=GU (Y, Ej es visiblemente una familia de Moore. Su- 
pongamos ahora que E tenga una ley de composición interna T; en general, en el 
conjunto Í(£), la familia F no es estable y el procedimiento del apartado 5.* 
aplicado a esta familia de Moore da 


CTO =.E 


siempre que el conjunto CT C” no está contenido en una clase única, Pero por 
el contrario si la partición C es tal que para cada par C, C' (comprendido el 
caso C* C) CTC” está contenido en una sola clase P (P €C) resulta 
CTC =Py €n GC se tiene entonces la ley de composición interna Te 

Es este un caso importante que vamos a encontrar otra vez, en forma dis- 
tinta. 
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$ 5. Relaciones de equivalencia compatibles con una ley 
de composición interna 


A la partición ( se asocia una relación R, entre los elementos de E, defi- 
nida de la forma siguiente: a y a” verifican la relación R, aRa',si a y a” perte- 
necen a una misma clase, y sólo en ese caso. Esta relación, R es reflexiva (aRa 
para todo elemento a de E), simétrica (aRa' implica a'Ra) y transitiva (aRa' 
y “Ra” implican aRa”) las relaciones entre los pares de elementos de un 
conjunto E que poseen las tres propiedades precedentes son llamadas relaciones 
de equivalencia, Se escribe preferentemente a = a(R) (“a equivalente o con- 
gruente con a, módulo R.”). Asi, a toda partición de E va asociada una relación 
de equivalencia R.. El conjunto Q de clases Q=(A4, B,..j < S(E) se llama 
conjunto cociente de E por la equivalencia KR; Q = ElR. 

Una equivalencia $ está contenida en una equivalencia R, o es más fina 
que R, S < R,si a=b(S) implica a= b(R). La igualdad 8 es una equivalen- 
cia contenida en toda equivalencia R,; toda equivalencia KR está contenida en la 
equivalencia universal Y, (para la cual la partición ( comprende una sola cla- 
se, E). 

Inversamente a toda relación de equivalencia KR dada a priori en E está 
asociada una partición de E, de tal manera que tenemos x= y(R) si x e y se 
hallan en la misma clase de esta partición y sólo en ese caso. En efecto a todo 
elemento x de E asociemos el conjunto C(x) de los elementos x, equivalentes a 
x módulo KR; C(x) no es nunca vacío porque, en virtud de la reflexividad de 
R, x € C(a) y los C(x) forman un recubrimiento de £. Supongamos 


Cl)NCi) HD y sea reC(r) yr ec(m; 


por la simetría de R”, tenemos 2 = r(R) y por la transitividad, esta relación 
junto con r = x(R)da x' = x(R); resulta pues, C(x”) = C(x), por las propieda- 
des transitiva y simétrica, y los C(x) constituyen efectivamente una partición 
de E. 


Ejemplos de relaciones de equivalencia. — 1) Sea a una aplicación de un 
conjunto £ en un conjunto E”. Se llama equivalencia de aplicación asociada a « 
la equivalencia R, definida en E por a = bsi, y sólo si, a y b tienen la misma 
imagen por a en E? : a(a) = a(b). 

2) Sea en el conjunto E” la relación de equivalencia R' y C'la correspon= 
diente partición de £”. 

Se llama equivalencia reciproca de R*por a, o alzado de R'en E con rela- 
ción a a, la equivalencia definida en E por la partición cuyas clases son las imá- 


85 RELACIONES DE EQUIVALENCIA 13 


genes * de las clases de C* por la aplicación recíproca de a. 
La designaremos por R¿=. Se tiene pues 


a=b(R¿) si, y sólo si,  0(a) = a(b) (R'). 
Si €' es la igualdad en £', para la equivalencia de aplicación R se tiene 
evidentemente 


y asi mismo 


ReRa 


para toda equivalencia R” defini- 
da en £”. 

Por ejemplo, supongamos que 
E y E? son dos planos perpendicu- 
lares (fig. 2), considerados como 
conjunto de sus puntos, y que a 
sea la proyección ortogonal h so- 
bre E';h(E) es la recta 


A=ENE'; Fio. 2, 


dos puntos x, x, de E son equivalentes módulo R si están sobre una misma 
perpendicular a 4.Tomemos para R'la equivalencia siguiente:dos puntos x”, xf 
de E? verifican la relación R/si están a la misma distancia de un punto O? fijo, 
de E'. El alzado de R/es la relación R;-1 definida así: dos puntos x, y de E 
verifican Ri si están sobre un mismo cilindro de revolución que tenga por 
eje la perpendicular a E en O”; si D, es la perpendicular a E” por la proyección 
K' de O! sobre 4,las clases de equivalencia módulo R¿=son: una D,; las otras, 
los pares de rectas D,, D,* del plano E equidistantes de D,. 


Supongamos ahora que E es un conjunto con la ley de composición inter- 
na T. Es fácil de caracterizar el caso en el que se puede definir a partir de la 
ley T de E una ley de composición T en el conjunto cociente ( = E/R. Ese caso, 
como hemos visto antes, es aquel en que CTC"=(aTa,aeC,ar ec” ) está 
contenido en una sola clase P, y esto cualesquiera que sean C, C*€ C. Ahora 


2 La imagen A/de un subconjunto 4 de E en la aplicación a de E en E'es naturalmente la 
unión de las imágenes de todos los elementos de A. La imagen recíproca a—1(47) es el conjunto de 
todox los elementos de E cuyas imágenes por a están en 4:04) 2 A. 
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bien, esta propiedad se cumple al mismo tiempo que la siguiente: 

(3) a =da(R) y 4 =4(R) implica a Ta =aT a (R). 

Una equivalencia KR que verifica la condición (3) se dice compatible con la 
ley de composición de E. Por lo anteriormente dicho, esta compatibilidad es una 
condición necesaria y suficiente para poder hablar de la ley de composición 
interna T asociada en el conjunto cociente E/R. Esta ley está, pues, definida por 


CTE EE: ¡CRODCTO, 

Ahora bien, la condición (3) es la conjunción de dos condiciones más dé- 
biles. Pues como la relación de equivalencia KR es reflexiva, si (3) se verifica, se 
tiene también la propiedad: 

(4) a =a(R) implica aTzx=aTz(R) 
para todo x € E y, lo mismo: 

(4) a= as (R) implica z2Ta=xT az (R) 
para todo x€ E. 

Una equivalencia que tenga la propiedad (4) se llama regular a la derecha 
para la ley de composición T; una equivalencia que tenga la propiedad (4') se 
lice regular a la izquierda. 

Recíprocamente, si una equivalencia es regular, es decir, simultáneamente 
egular a la derecha y regular a la izquierda, con relación a T, y si tenemos 

a=a y bh=b (R) 
entonces se deduce que 
aTh=aTh y aTbh=aTb (R) 
de donde 
aTh=aTb (R) 
y R es compatible con la ley de composición de E; las dos propiedades de 


compatibilidad y de regularidad se implican mutuamente. 


Ejemplo 1. Equivalencia de clausura de Moore. — A una clausura de Moore 
4 —> 4 definida en el conjunto J(E) de las partes de E, se puede asociar una 
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relación de equivalencia KR definida así, 


A = Ar (R) si A=4A 


a la que llamaremos equivalencia de clausura. Cada parte A, de E que tiene la 
misma clausura de Moore A que A, se llama, por definición, un sistema de ge- 
neradores de A. Los diversos sistemas de generadores A, A,, ... tienen eviden- 
temente un elemento máximo A (con respecto a la inclusión). Si en el conjunto 
[ A, An «- Á ) existen elementos minorantes, esto es que no incluyen a ningún 
otro, cada uno de estos se llama sistema minimo (o irreducible) de generadores; 
y se dice, también, que es un sistema de generadores sin elementos superfluos. 
Todo subconjunto propio S de un tal sistema mínimo tiene una clausura $ es- 
trictamente contenida en A. 


Lema. Se tienen las relaciones: 


AUB= 


AUB=AUB 
B 


En efecto de las inclusiones A < A, B < B se deduce 
AUBSAUBSAUB 


de donde 


y por lo mismo 


AUBSAUBSAUB. 


Por otra parte, de A< AU B y BCSAUB se deduce 
de donde 


luego 
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Asi quedan establecidas las igualdades del enunciado. 


Consecuencias. — a) Para tres partes A, B, C de E, se tiene 


AUBUC = AuBuC 
y así sucesivamente. 


b) Teorema 2.—La equivalencia de clausura es regular para la unión 
de partes: 


A=A, (8) implica AUX =A,UX  (%) 


cualquiera que sea X e (E). 
Tenemos por hipótesis A = A1 de donde en virtud del lema 


AUX=AUX=4A1UX=A,UX 


es decir, AUX = A1 UX(R). 


Ejemplo 2.-— Sean E un conjunto y KR una equivalencia en E. Sea E” un 
subconjunto de A la partición ( de E asociada a KR corresponde en £? la 
partición GC! formada de las E M C = C* para todas las clases C que tienen con 
E' una intersección no vacia. Tenemos aquí una partición de E”, porque todo 
elemento e” de E” pertenece a una clase, y una sola, de C. 

La relación de equivalencia R* definida por esta partición C* de E”, se llama 
restricción de Ra E! 

Si E' es una parte estable y si la equivalencia Res regular con relación a 
la ley de composición definida en E, evidentemente será lo mismo para R', res- 
tricción de R a E”. 


Ejemplo 3. Congruencias aritméticas. Consideremos el conjunto Z de los 
enteros relativos (es decir positivos, negativos o nulos). Dado un entero positi- 
vo m llamado módulo, la congruencia aritmética módulo m es, por definición, la 
relación CG, definida en Z por 


Cmy si —y= km, 


con ke Z. 
Se dice entonces que x e y son congruentes módulo m, y se escribe también 


z=yYy(m) 
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Esta propiedad significa que x e y, divididos por m, dan el mismo resto. 

La relación Cm es reflexiva, simétrica y transitiva; es una relación de equi- 
valencia. Las clases de equivalencia son las diferentes progresiones aritméticas 
de razón m, ilimitadas en los dos sentidos: 


, —m, 0, m, 2m, ... 
dl, 1, m+1, 2m>+ 1, 


¿E hal=á, Mica, di 


Estas se corresponden biunivocamente con los m valores posibles, 0, 1, ..., m— 1 
del resto de un entero x por el módulo m, Se les llama clases residuales módu- 
lo m; las designaremos por 0, T, .... m—1 6% 0,1,... etc. El conjunto cocien- 
te Z/Cm, llamado conjunto de clases residuales módulo m es designado más 
sencillamente por Z/(m). 

Como se ve inmediatamente, la congruencia aritmética es regular con rela- 
ción a la adición y multiplicación de enteros, El procedimiento visto más arriba 
permite pues definir en el conjunto Z/(m) de clases residuales, una adición y 
una multiplicación; se determina prácticamente la suma o el producto de dos 
clases, sumando o multiplicando dos números de estas clases, con preferencia 
los restos que las representan, y reemplazando luego el resultado por el resto 
de su división por m. 

Se obtienen así, por ejemplo, las siguientes tablas de adición y multiplica- 
ción para el conjunto de clases residuales módulo 6: 


+ 012345 012345 
0 012345 0 000000 
1 123450 L 012345 
2 234501 2 024024 
3 3450132 3 030303 
4 450123 4 042042 
5 50123 4 5 054321 


Observación. — Se puede también considerar la restricción de esta equiva- 
lencia al conjunto N de los enteros naturales. Como N MC no es vacio para 
ninguna clase C, los conjuntos Z/(m) y N/(m) se corresponden biyectivamente y 
2 Dusaen 
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pueden ser identificados. Habríamos podido introducir directamente esta equiva- 
lencia en el conjunto N de enteros naturales definiendo 


z=y(n) 


si, y sólo si, | x—y| = km, donde k es un entero positivo o cero. 


$ 6. Aplicaciones notables de un conjunto con una ley 
de composición interna en o sobre otro: homomorfismos; isomorfismos 


Para más comodidad, utilizaremos en lo que sigue los cuantificadores W, 
que se lee “para todo”, o “cualquiera que sea”, y 3 “existe al menos un”. 

Consideremos los dos conjuntos: E, con la ley de composición T, y E” con 
la ley de composición T”. 

Diremos que una aplicación h de E en E” respeta las leyes de composición 
T y T', o que es compatible con estas leyes o también, que es un homomorfismo 
de E en El si se tiene 


(1) hz T y) = h(x) T' My) VoyeL. 

Si, como sucede frecuentemente, las dos leyes T y T” se indican por medio 
de un mismo simbolo, por ejemplo + ó *, la condición (1) se escribe 

(15 Mz +y)=hM) + My) WyelE 

(1) ha - y) = hz) - My) VryeE 


y se enuncia: la imagen de una suma de elementos de £ es la suma, en £”, de sus 
imágenes; la imagen de un producto de elementos de E es el producto, en E”, de 
sus imágenes. 

Se escribe 


(MESE o. bp 
y se dice que el homomorfismo h aplica E en E, 
Al conjunto E de los elementos z de E' que son la imagen por h de al 


menos un elemento x de E: 


E=(3;7€E,11€E tal que h2)=23), 
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designado también por /(E), se le llama ¿imagen homomorfa de E. 


Teorema 1.— La imagen homomorfa E = Rh(E) es una parte estable de E”. 
Sean 7, Y € E; existen en E elementos x, y tales que 


Mx) =Z, My) =Y. 
Tenemos por (1), 
hMaTy) == Ty 

luego z T' y € E, como se quería demostrar. 

En virtud del teorema 1, podremos hablar de la restricción de T? a E 
(8 4, 3.9). ha 

Un caso particular importante es aquel en que £ = E”, en otros términos, 
el caso en que h es una aplicación exhaustiva; se dice entonces que h, que cumple 
por hipótesis la condición (1), es un homomorfismo que aplica E sobre E” (o un 
epimorfismo), y se escribe 


MESE o EXE =HME) 


E El caso general puede reducirse a éste, reemplazando h por la aplicación 
h de E sobre E = h(E) definida por 


K(x) = hz), Va € E. 
Ahora si 8 designa la aplicación idéntica de E en E' 
)=z% Vz€E, 
se tiene 
h=80%k 
El estudio de h se reduce así al de %. 
Otro caso notable es aquel en que el homomorfismo h es una aplicación 
inyectiva (2 4 y implica h(x) + h(y)); entonces ocurrirá lo mismo con h, que es 
por consiguiente una aplicación biyectiva de E sobre E conservando las leyes de 


composición T de E, y T* de E. Decimos entonces que h es un isomorfismo que 
aplica E sobre £, y también que E es isomorfo a E. Designando el isomorfismo 
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por í, hR= ii, esto se escribirá así: 
()  E=E=UB). 


Sea entonces 2 la aplicación inversa o reciproca de i, esto es la que asocia 
a cada elemento Z de £ el elemento único x tal quei(x) = 7, x = ¿—UZ); tomando 
la imagen según ¿2 de la igualdad 


(1 iu T y) = [ ú(2)] T' (¿1 
obtendremos 
2 Ty = ¿2 [(i(2)) T' (9) 
es decir 


(A (TA (]= 27 y) 


Vemos así que ¿-2 es también un isomorfismo que aplica E sobre E; es el 
isomorfismo inverso o recíproco de i; iLoies la aplicación idéntica de E 
sobre E, ¡o ¿1 es la aplicación idéntica de E sobre E. 

Todo lo que precede se aplica, desde luego, cuando E” coincide con E y 
cuando la ley de composición T' coincide con T: un homomorfismo de E en E es 
lo que se llama un endomorfismo de E; un isomorfismo de E sobre E es lo que 
se llama un automorfismo de E. 


Ejemplos. — 1. Para toda parte estable E de E”, da aplicación idéntica 8 de 
E sobre sí mismo: 


8(a) = x Vie E 
es un homomorfismo de E en E”: 
(8) E=E'. 


Se tiene aquí E = €(E) = E. 
En particular, la aplicación idéntica de E” sobre sí mismo es un automorfismo 
de E', llamado automorfismo idéntico. 


2. Asociemos a todo número real positivo el número +1, a todo número 
real negativo el número —1; definimos así una aplicación h del conjunto R* 
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de los reales no nulos en el conjunto S = [— 1, + 1). Tomemos además como 
ley de composición en R* la multiplicación; S es entonces una parte estable de 
R* y h es un homomorfismo que aplica R* sobre S, Esta propiedad traduce en 
cierto modo la “regla de los signos”. 


3. Para el conjunto Z de los enteros relativos, con la adición, la aplicación 
(a) ct>—I 


es un automorfismo; no lo es si se cambia la adición por la multiplicación 
La aplicación 


(B) >2%, 2EZ 


es un isomorfismo que aplica el conjunto aditivo Z sobre el conjunto aditivo Z' 
de los enteros pares (2 0); es un endomorfismo de Z (además inyectivo), pero 
no es un automorfismo. 

La aplicación 


(8) z>2%,  7€l 
es un automorfismo del conjunto aditivo Q de los números racionales. 


4. Consideremos un número real a>0. La aplicación (o función) expo- 
nencial 


10) T>4,  2ER 


es un homomorfismo que aplica el conjunto aditivo Ren el conjunto multiplicati- 
vo R* (conjunto de los reales positivos); se tiene en efecto 


art — az - ar 


Sia 4 1,se tiene f(R) = R+y f es inyectiva: f es un isomorfismo. No ocurre 
lo mismo si a = 1, puesto que entonces f(R) = (1). 


5. Consideremos dos planos P y P”, y los conjuntos E, E” de los vectores 
(libres) de P y de P”, con la adición geométrica de estos vectores como ley de 
composición. Al asociar a cada vector x de P su proyección ortogonal x' sobre 
Pr, definiremos una aplicación 7 de E en E' que es: 

un isomorfismo de E sobre E' si P y P” no son perpendiculares; 

un homomorfismo de E en E' si P y P* son perpendiculares: (E) =Ees 
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entonces el conjunto de vectores que tienen como soporte la recta intersección 
PyPr 

Las proyecciones (ortogonales u oblicuas) de los vectores del espacio sobre 
los planos o sobre las rectas son endomorfismos del conjunto V de los vectores 
del espacio, con la suma geométrica como ley de composición. La relación fun- 
damental: 


mx + y) = rx) + r(y) 
expresa el “teorema de las proyecciones”, 


6. Sea R una equivalencia regular en un conjunto E, con ley de composi- 
ción T. Hemos d lo en el conjunto de las clases o conjunto cociente E/R 
la ley de composición designada por T, conviniendo que XT Y es la clase que 
contiene x T y, donde x € X e y € Y. Es decir que la aplicación canónica f de E 
sobre E/R. que asocia a cada elemento x de E, la clase X módulo KR que con- 
tiene a x, es un homomorfismo, llamado natural o canónico; escribiremos 


E ElR- o (1) E—> ElR 
A un homomorfismo cualquiera 
(h) E—> E' 
o, lo que es lo mismo, al homomorfismo correspondiente h de Esobre E = h(E). 
) E-E=ME) 


asociemos la equivalencia de homomorfismo R.: es decir, la equivalencia de la 
aplicación ya introducida que se define, en E, por: 


a=a(R) si (a) =h(a) (o h(a) = h(as)). 


Teorema 2.—La equivalencia de homomorfismo R es compatible con la 
ley de composición T de E. 

Veamos que R es regular por ambos lados, y para eso, por ejemplo que es 
regular a la derecha. Si a1 = ae(R), es decir, h(a1) = h(as), se tiene para todo 
EE, 


ha T 2) = [£(a1)] Y [%(2)] = [K(a2)] T' [(i(a)] = has T 2) 
luego 
aTz=aTz (R), VreE. 
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Consideremos ahora el conjunto cociente E/R, con su ley de composición 
de clases (definida a partir de T y designada también por T); asociemos a cada 
elemento zde E el conjunto (no vacio) X de los elementos x de E que tienen por 
imagen 7: X =(2;,2€ E, Mx) =2 ). X es una clase módulo R.: X € E/R,y 
obtenemos de este modo una aplicación biyectiva i de E sobre E/R 


(0) 2>X= ix) (== h(x) y zE X). 


Además, ¡ respeta las operaciones, pues, si y =h(y) e y € Y, se tiene por 
una parte: 


TY y = [A(2)] V [49] = he T y] 
y por otra parte (por la definición de la ley T en E/R) 
TyeXTY 
luego, según la definición de ¿, 
(ET y) = XT Y =[i()] T (9). 
Por consiguiente, ¿ es un isomorfismo y podemos enunciar: 


Teorema 3 (teorema del homomorfismo). — Todo homomorfismo k que apli- 
ca E sobre E; 


MM)  E-TE=HM£) 


implica, designando por R la equivalencia de homomorfismo correspondiente, 
el isomorfismo 


en el que 
(2) = X = (1; h(1) =7). 


Corolario. — Para todo homomorfismo 


(A) E=>E' 
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se tiene la descomposición canónica: 
h=e0oi1lof 


en la que f es el homomorfismo canónico que aplica E sobre E/R, R designa 
la equivalencia del homomorfismo (2 = UR) si hz) = h(y)), ¡el isomorfismo 
ElR= E inverso de i, y e la aplicación idéntica de Esobre sí mismo en E”, 


Teorema 4. —Si h es un homomorfismo de E en E' y | un homomorfismo 
de E' en E”, la aplicación compuesta f = Il" o h es un homomorfismo de E en E”. 

La aplicación compuesta f=/" o h aplica E en E”. Tenemos, además al 
designar por T, T', T” las leyes de composición respectivas de E, E”, E”, y por 
x, y dos elementos cualesquiera de E: 


HT y) = Mhz T y) = Tx) T* (29) 
= [h'(M(2)1] 7” [Y = (01 Tr 1). 


La aplicación f es pues efectivamente un homomorfismo que aplica E en 


Er, 
Si h es un homomorfismo que aplica E sobre E' y h' un homomorfismo que 


aplica E'sobre E”, el homomorfismo f aplica E sobre E”. 
De modo general tenemos, 


HE) = MIME) 
Apliquemos el teorema del homomorfismo (teorema 3). Tenemos: 
NE) = Elp, 
donde p designa la equivalencia de homomorfismo definida en E, asociada a f: 
x= y(p) si y sólo si Hz) = f(y) (x, y € E). 
Puesto que f= /" o h, tenemos 
x= y(p) si y sólo si h(x) = My) (p) 
designando por p” la equivalencia definida en E” asociada al homomorfismo 
ha = y' (p')si y sólo si h'(x') = h'(y)).Por lo tanto p es el alzado de p! en E, 
con relación a h, y tenemos: 


R<p. 
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Podemos finalmente considerar E, E y h fijos y tomar como p” no importa 
qué equivalencia definida en E” y compatible con la ley de composición T”; 
hr será entonces el homomorfismo canónico que aplica E” sobre el conjunto co- 
ciente E'/p! que desempeña el papel de E”: 

Resumiendo, podemos enunciar el teorema que sigue: 


Teorema 5 (primer teorema del isomorfismo). — 1. Dado un homomorfismo 
compuesto 


f=hk0h, donde h:E—> E' y :E => E”, 
se tiene 


(E) = Elp 


donde p es el alzado en E, con relación a h, de la equivalencia regular p! aso- 
ciada en E? al homomorfismo h'; se tiene: R< p, donde R designa la equiva- 
lencia de homomorfismo asociada a h. 

2." El alzado p en E, con relación a h, de una equivalencia p definida en E' 
y compatible con la ley de composición Y de E" es la equivalencia asociada, 
en E, al homomorfismo compuesto f = Y o h, donde IY designa el homomorfismo 
canónico E” = E'[p*;por consiguiente p es compatible con la ley de composición 
T de E. 


$ 7. Elementos notables de un conjunto 
con una ley de composición interna 


Sea E un conjunto con una ley de composición T. 
Un elemento a de E se llama simplificable a la izquierda, cuando la igualdad 


aTz=aTy (2, y € E) implica rt=y 


o, dicho de otro modo cuando z % y implica a Tx 4 aT y. Si E es finito la pro- 
piedad precedente significa que en la tabla E, la fila correspondiente al ele- 
mento a no contiene repetido ningún elemento de E; por consiguiente, cada 
elemento de E aparecerá una vez, y sólo una, en dicha fila. 

Se define de una manera análoga un elemento simplificable a la derecha. 
Si E es finito, la columna correspondiente de la tabla contiene una vez, y sólo 
una, a cada elemento de E. Inversamente, esta circunstancia en una columna de 
a tabla significa que el elemento correspondiente es simplificable a la derecha. 
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Se llama simplificable, sin más, todo elemento simplificable a la derecha 
y a la izquierda. Como sinónimo de simplificable, se dice también que el elemento 
es cancelable o regular. 

Diremos que E verifica la regla de simplificación a la izquierda (derecha) 
si todo elemento de E es simplificable a la izquierda (derecha); y diremos que E 
verifica la regla de simplificación (o cancelativa) si todo elemento de E es sim- 
plificable o regular. En este caso se dice, también, que E es un conjunto regular. 


Ejemplos. — El conjunto aditivo Z de los enteros relativos verifica la regla 
de simplificación. No es lo mismo si la ley de composición considerada en Z es 
la multiplicación de los enteros: en este caso, O no es simplificable. El conjun- 
to N de los enteros naturales, cuando la ley de composición sea la adición (o la 
multiplicación) verifica la regla de simplificación. No sería lo mismo si se tomase 
como operación la formación del m.c.d. o del m.c.m. 


Un elemento a de E se dice idempotente si verifica la igualdad 
aTa=a. 


En Z, con la multiplicación como ley de composición los números 0 y 1 son 
idempotentes. En el conjunto multiplicativo Z/(6) los elementos idempotentes 
son las clases 0, 1, 3, 4. 

Si todo elemento de E es idempotente, tanto la ley de composición como el 
propio conjunto E se llaman idempotentes. Con la formación de la media aritmé- 


tica como ley de composición, y Ty= +9; el conjunto Q de los números ra- 


cionales es idempotente; y también lo es N por la formación del m.c.d. o del 
m.c.M. 

Elementos idempotentes particulares, muy importantes, son los elementos 
licitos y los elementos neutros. 

Un elemento z de E se llama lícito a la derecha para la operación T, si 


2To=z, Vic. 


En particular, se tiene 272 = 2; todo elemento lícito a la derecha es idempo- 
tente. De manera análoga se define un elemento 2 lícito a la izquierda; elemento 
lícito se llama al que lo es simultáneamente a la derecha y a la izquierda. 

En cualquier conjunto E existe a lo más un elemento lícito. En efecto, si 
z es lícito a la derecha y 2' lícito a la izquierda, tenemos 2 T 2' =%y7 Te=x, 
de donde 2 = 27, Hemos encontrado, en el 8 3, ejemplo 1, un caso donde todo 
elemento aí(i= 1, 2, 3) es lícito a la izquierda. 
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Podemos finalmente considerar E, E” y h fijos y tomar como p' no importa 
qué equivalencia definida en E” y compatible con la ley de composición T”; 
Y será entonces el homomorfismo canónico que aplica E” sobre el conjunto co- 
ciente E'/p” que desempeña el papel de E”: 

Resumiendo, podemos enunciar el teorema que sigue: 


Teorema 5 (primer teorema del isomorfismo). — 1.2 Dado un homomorfismo 
compuesto 


f=hk0h, donde h:E—> E' y hk: E => E”, 
se tiene 
ÑE) = Elp 


donde p es el alzado en E, con relación a h, de la equivalencia regular p! aso- 
ciada en E! al homomorfismo h'; se tiene: R< p, donde R designa la equiva- 
lencia de homomorfismo asociada a h. 

2.2 El alzado p en E, con relación a h, de una equivalencia p definida en E" 
y compatible con la ley de composición Y de E' es la equivalencia asociada, 
en E, al homomorfismo compuesto f =1' o h, donde IY designa el homomorfismo 
canónico E' = E'|p*;por consiguiente p es compatible con la ley de composición 
T de E. 


$ 7. Elementos notables de un conjunto 
con una ley de composición interna 


Sea E un conjunto con una ley de composición T. 
Un elemento a de E se llama simplificable a la izquierda, cuando la igualdad 


aTzx=aTy (x, y € E) implica e=y 


o, dicho de otro modo cuando x % y implica a Tx H aT y. Si E es finito la pro- 
piedad precedente significa que en la tabla E, la fila correspondiente al ele- 
mento a no contiene repetido ningún elemento de E; por consiguiente, cada 
elemento de E aparecerá una vez, y sólo una, en dicha fila. 

Se define de una manera análoga un elemento simplificable a la derecha. 
Si E es finito, la columna correspondiente de la tabla contiene una vez, y sólo 
una, a cada elemento de E. Inversamente, esta circunstancia en una columna de 
a tabla significa que el elemento correspondiente es simplificable a la derecha. 
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en cuyo caso se dice que a” es un inverso de a a la izquierda con relación a e. 
Si a y a” existen simultáneamente, se dice que a es inversible. Un elemento a 
simplificable a la izquierda admite, a lo más, un inverso a la derecha. 

Cuando e es neutro (a los dos lados) y para un elemento a de E, existe un 
mismo elemento a* verificando las dos igualdades 


aTat=atTa=e 


se dice que a y a* son simétricos, y que a es simetrizable. Todo elemento sime- 
trizable es pues, inversible. Naturalmente, todo elemento regular posee a lo más 
un simétrico. Esto mismo ocurre en el caso de toda ley asociativa (cap. Il, 8 1, 
torema 9), Cuando un elemento simetrizable a tiene solamente un simétrico a*, 
se dice que a* es el simétrico de a. En notación aditiva, el simétrico de a toma 
el nombre de elemento opuesto y se indica —a; en notación multiplicativa, el 
simétrico se llama elemento inverso y se designa por a—, 

Un elemento a que es su propio simétrico, aTa = e, se llama involutivo; el 
elemento neutro e tiene esa propiedad. 


Teorema 1. —Sea E un conjunto con ley de composición T, imagen homo- 
morfa de un conjunto E con ley de composición T : 


(M)  E-E=ME). 


1.2 La imagen a = h(a) de un elemento idempotente a de E es un elemento 
idempotente de E, 

2.2 La imagen 3 = h(z) de un elemento z de E licito a la izquierda (por 
ejemplo), es un elemento lícito a la izquierda de E. 

3. La imagen += hfe) de un elemento neutro a la izquierda e es un ele- 
mento neutro a la izquierda de E. 

4.2 La imagen “a” = h(a”)de un inverso a la izquierda a” con relación a e 
es un inverso a la izquierda de la imagen a = h(a) con relación a la imagen 
? = he). 


Demostraciones. — 1.2 Tenemos por hipótesis a T a, de dondeh(a T a) = 
h(a) =4 pero h(aT a) = a, por_consiguiente a =1. 

2.2 Un elemento cualquiera 7 de Z es la imagen de al menos un elemento 
x de E:x = h(x). Tenemos en Ex Tz= z, de donde h(x T 2) = h(2) = Z;pero 
h(x T 2) = h(x) T h(z) =ZT z, de donde, al fin zTz =2,VI€E. 

3.7 Sea z = h(x) un elemento cualquiera de E; la igualdad e Tx =xen E 
implica, al tomar las imágenes, Me Tx) =¿+Tz=Z. 

4.2 La igualdad a” T a =e implica, al tomar las imágenes en E, 


Ma Ta=W4T4=2% 
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Dos elementos x, y de E se llaman permutables si se tiene 
zTy=yTzx. 


Para esto mismo también se dice que x e y conmutan. 
Un elemento a permutable con todo elemento de E: 


aTe=3Tu ViIecE 


se llama central. El conjunto de los elementos centrales es, por definición, el 
centro C de E. Un elemento neutro e, un elemento lícito z, si existen en E, per- 
tenecen al centro C. En otros casos puede acontecer que el centro sea un conjunto 
vacio. Otro caso extremo por lo contrario, es aquel en que el centro C de E 
coincide con E: este caso ocurre cuando dos elementos cualesquiera x, y de E 
conmutan: 


aTy=yTx VxayeE 


Se dice entonces que la ley de composición considerada es conmutativa, y que E 
es conmutativo o abeliano. Si E es finito, la conmutatividad se traduce en el 
hecho de que la tabla de £ sea simétrica con relación a la diagonal principal. 


Teorema 2. —Sea E una imagen homomorfa de E 
(a) E E=ME). 


Si dos elementos x, y de E conmutan, sus imágenes h(x), h(y) en E también 
conmutan, 

La igualdad x Ty = yTz implica en efecto h(zx T y) = My T x)es decir, 
h(x) T hy) = My) T h(z). 


Corolario 1. —Si E es abeliano y E es imagen homomorfa de E también E 
es abeliano, 

En efecto, dos elementos cualesquiera z, y de son imágenes de los elemen- 
tos x, y de E : x = h(x), y = h(y). Basta, pues, aplicar el teorema 2. 

En particular, si E es abeliano, el conjunto cociente E[R de E por una equi- 
valencia regular es abeliano. 


Corolario 2. — En todo homomorfismo 


(%) E E=ME), 
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la imagen M(C) del centro C de E está contenida en el centro T de E. 
Es preciso señalar que no es, en general, h(C) = €, Veremos más adelante 
(cap. !l, $ 2), un ejemplo en el cual la inclusió1 A(C) E Tes estricta, 


Ejemplos. — La adición, la multiplicación de los núum>ros naturales, racio- 
nales, reales o complejos son conmutativas. La formación lel m.c.d. —y la del 
m.c.m.— en el conjunto N de los números naturales son l ye: de composición 
conmutativas e idempotentes. La ley de composición T definida 2n el conjunto 
R= de los números reales positivos por 

aThb=0" 
no es conmutativa. De la misma manera, la composición de movimientos (en el 
plano por ejemplo) no es conmutativa, como hemos visto en el $ 1, 

Diremos que dos partes A, B de E son permutables (o conmutan) si se tiene 

10) ATB = BTA 
en el sentido del $ 4, 4.", La parte vacia es permutable con toda parte X, ya que 


es elemento lícito de $(£). En el caso AQ, BX% 09, la relación (1) significa 
que cada uno de los miembros está contenido en el otro, puesto que: 


Va€ A, VbEB, Ja EeA y VEB tales que ab = ba! 


Va€ A, Vbe B, IEA y VEB tales que da = ab. 


En particular, un elemento x y una parte A (4% 85) de E son permutabies 
si se tiene 


(2) z2TA=ATz 


Esta igualdad (que es la que se escribe, en vez de (2) TA =AT(zx)) 
significa que: 


Vaca, Javea tal que zTa=a Tx 


Vaca, Ja ea tal que aTzx=xTa". 


Para dos partes de E reducidas cada una a un elemento, se vuelve a encontrar 
la definición de permutabilidad entre estos elementos. 
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Un elemento x que vérifica en E la igualdad 
zTa=m 


se llama complementario a la izquierda de m por a o (especialmente en notación 
multiplicativa) cociente a la izquierda de m por a. 


Si, cualesquiera que sean a, m € E, existe al menos un cociente a la i2- 
quierda de m por a, se dice que E verifica la condición de existencia de cocientes 
a la izquierda. 


Decir que, cualesquiera que sean a,m € E, existe a lo más un cociente a la 
izquierda de m por a, equivale a decir que E verifica la regla de simplificación a 
la derecha. La conjunción de la existencia de los cocientes a la izquierda y de 
la regla de simplificación a la derecha es, pues, una condición necesaria y sufi- 
ciente para la existencia y unicidad del cociente a la izquierda: esta condición 
se designa con la expresión de axioma de los cocientes a la izquierda. Cuando 
se cumple, la ley que asocia al par ordenado (m, a) el cociente a la izquierda x 
es llamada ley inversa a la izquierda de la ley Y considerada. 


Se llama axioma de los cocientes la conjunción del axioma de los cocientes 
a la derecha y del axioma de los cocientes a la izquierda. 


Teorema 3. —Si E verifica la condición de existencia de cocientes a la iz- 
quierda, toda imagen homomorfa E = h(E) la verifica también, 


Sean en efecto, a, m dos elementos cualesquiera de E; y a, m dos elemen- 
tos de E que los tienen respectivamente por imágenes. Por hipótesis, existe en E 
al menos un elemento x tal que 


Ta = mm 
de donde, pasando a las imágenes: 


h(x) Th (a) = h(m) 


el elemento 7 = h(x) de E es pues cociente a la izquierda de mm = h(m) por 


a = h(a) 


Un teorema análogo es válido, naturalmente, para los cocientes a la derecha. 
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$ 8. Partes notables de un conjunto E 
con una ley de composición interna 


Recordemos que una parte (o subconjunto) estable del conjunto E con la 
ley de composición T es una parte S de E tal, que las relaciones sí € S, sa € S, 
siT s2 ¿$ no pueden verificarse simultáneamente. La parte vacia pertenece a la 
familia $ de las partes estables. 


Teorema 1.—La familia $ de las partes estables de E es una familia de 
Moore. 

Está claro, en efecto, que E pertenece a $ y que toda intersección de partes 
estables es una parte estable. 

A la familia de Moore $ viene asociada una clausura de Moore 


X>X= Xs 

donde por definición ($ 4, 5%, X5 es la menor parte estable que contiene a X 
(subconjunto cualquiera de £). Se dice Xg es la parte estable de E engendrada 
por X. 

Sea h un homomorfismo que aplica E en E”, con la ley de composición T”. 

Teorema 2.— a) La imagen homomorfa MS) de una parte estable S de E es 
una parte estable de E”. 

b) La imagen recíproca h-(S') de una parte estable S' de E! es una parte 
estable de E. A 

a) Si sí, sá € S”, tenemos s; = h(si)donde sí € S (i = 1,2) y por consiguiente 

h(s1 T s2) = [h(s1)] T' [A(se)] = sí T' so. 
Pero s1 T se € S, luego s¡ T's ES”. 
b) Si s1, sz Eh-US”), es decir h(sí) € S”,tenemos 
h(s1 T so) = [h(s1)] T” [h(s2)] € S 

ya que S” es estable; por consiguiente s, T sa € h (8). 


Caso particular. — Si e* es un elemento idempotente de E”, su imagen recí- 
proca k=1 (e') es un subconjunto estable de E (vacio si e” € E = ME)). 
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Se dice que un subconjunto D de E es lícito a la derecha si se tiene 
DTESD 
es decir 
aeD implica aTzxeD, Va € E. 


(o, lo que es lo mismo, si las relaciones 4€ D, € E, a Txé¿ D no pueden ve- 
rificarse simultáneamente). El subconjunto vacio 2%, pertenece a la familia D 
de los subconjuntos o partes licitas a la derecha. 

Cualquier subconjunto lícito a la derecha, D, es estable, puesto que se tiene 


DTDEDTECSD. 
Se define de forma simétrica un subconjunto lícito a la izquierda G: 
ETGSG 


y se llama parte licita a una parte P, que sea a la vez, licita por la derecha y 
por la izquierda. Sea $ la familia de las partes lícitas a la izquierda, y Y la 
familia de las partes lícitas; se tiene 


$=8nD 


Ejemplos. — El subconjunto 4 z | constituido por un elemento licito a la 
izquierda es lícito a la izquierda. En el conjunto N de los números naturales, 
con la multiplicación, el conjunto P de los números pares es una parte lícita. 


Teorema 3. —La familia D de las partes de E licitas a la derecha es “una 
familia de Moore, así como las familias 8 y $. 

Es obvio que E pertenece a D y que toda intersección de subconjuntos líci- 
tos a la derecha es lícita a la derecha. El mismo razonamiento para 8. Y se 
sabe, finalmente, que la intersección de familias de Moore es también una fami- 
lia de Moore. 

Se advierten las inclusiones 


T<DE<S, T<Sc<s. 
A las familias de Moore D, S, $ están asociadas las clausuras de Moore: 


X—> XD, X= Xg, X > Xy. 


3 DuBaZIL 
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Por definición Xq, Xg, Xg son, respectivamente, la mínima parte lícita 
en E que contienen a X, o engendradas por X. 


Teorema 4.—Sea h un homomorfismo que aplica E con la ley T, sobre "E 
con la ley T: 


(M) EST =ME) 


La imagen D de una parte licita a la derecha, D, de E es, en E, una parte 
lícita a la derecha, 

El teorema es evidente cuando D es vacio. 

Sean, pues, a € h(D), Z € E; existe al menos un elemento a de D y al menos 
un elemento x de E tales que 


ha) = 1, Ma) = 


Tenemos a Tx € D, de donde h(a Tx) €h(D). 


Ahora, h(a Tx) = h(a) T h(x) =4Tz y aTzeD. 


Observación. — Para un homomorfismo h de E en E”, el teorema precedente 
no conserva su validez en general. Tomemos por ejemplo para E el conjunto 
N =+4 1,2, e... Muoas ' de los enteros naturales con la multiplicación, para D el 
conjunto de los números naturales pares, D =4 2, 4, ... | para E” el conjunto Z 
de los enteros de cualquier signo; para h la aplicación idéntica (de N sobre 
NC E”); con esto, 1(D) = D no es una parte licita de Z (2€ D, —1€Z,- 24 D). 

Para los subconjuntos lícitos a la izquierda y los subconjuntos lícitos son 
válidas las proposiciones análogas al teorema 4. 


Teorema 5.— Sea h un homomorfismo que aplica E en Ef: 
(2) E> E". 
La imagen reciproca de una parte licita a la derecha D' de E? es, en E, 
una parte lícita a la derecha. 
El teorema es evidente cuando /h=1(D”) es vacio. 
Sean, pues, a €h(D”), x € E. Tenemos: 


h(a T x) = h(a) T' h(x) 


$8 PARTES NOTABLES DE UN CONJUNTO E 35 


con h(a) € D', h(x) € E', de donde h(a) T' h(x) € D' y por consiguiente 
aTzxeh=(D). 


Se ve en particular, que la imagen inversa de un elemento 2 lícito a la dere- 
cha en E? es, en E, una parte licita a la derecha. 


Se dice que una parte Ug de E es unitaria a la derecha si 
u € Ua uE UVa y zxTu=us donde € E implica x EU, 


(o, lo que es lo mismo, si las relaciones u1 € Ua, uz € Ua, x € [sUa,z Tu = us 
no pueden verificarse simultáneamente). 

La parte vacia, 4, pertenece a la familia la de partes unitarias a la de- 
recha. 

Se define de una manera simétrica una parte unitaria a la izquierda Uy (u1.€ Uy, 
us € Uy, u1 Tx = us, con 7€ E, implican z € Uy); se llama parte unitaria (o 
subconjunto unitario) a una parte U que sea unitaria a la derecha y a la iz- 
quierda simultáneamente. 


Observación. — Si E con la ley T verifica el axioma de los cocientes a la 
izquierda las partes unitarias a la derecha no son otra cosa que las partes esta- 
bles para la ley inversa a la izquierda de T. 


Ejemplo. —Si u es un elemento neutro a la derecha en E, el subconjunto 
£u y constituido por este elemento es unitario a la derecha, 


Teorema 6.—La familia Usa de las partes unitarias a la derecha de un 
conjunto E con una ley de composición interna es una familia de Moore; la 
familia Uy de las partes unitarias a la izquierda y la familia U, de las partes 
unitarias son también familias de Moore. 

Es claro que E pertenece a Ua y que toda intersección de partes unitarias 
a la derecha es unitaria a la derecha. El mismo razonamiento vale para U, y 
U ; se puede señalar también que WU = Uy N Ua. 

A las familias de Moore Uy, Uba, U vienen asociadas las clausuras de 
Moore 


X—> Xy X>Xar, X—>Xa 
donde Xaly Xan, Xau son respectivamente, el menor subconjunto unitario a la 


derecha, el menor subconjunto unitario a la izquierda y el menor subconjunto 
unitario que contienen a X o, como se dice generalmente, engenúrados por X. 
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En el estudio del comportamiento de los subconjuntos unitarios en los ho- 
momorfismos, nos limitaremos a los dos teoremas siguientes. 


Teorema 7.—Sea h un homomorfismo que aplica E con cocientes a la 
izquierda en E”. 

Si U; es, en E*, una parte unitaria a la derecha, su imagen reciproca h-(Ua) 
es, en E, una parte unitaria a la derecha Ua. 

Sean 11, ua Eh -(Ug) y x un cociente a la izquierda de u, por au, del que 
suponemos la existencia. 


Tu =u. 


Tenemos 
h(x) T' h(ux) = h(ue), donde R(ui) € UVa  (i= 1,2) 
de donde, por ser Ug unitario a la derecha, 
h(x) € Us y zx EhUU4) = UVa. 


Resulta, en particular, que la imagen recíproca h—*e') de un elemento e” 
neutro a la derecha en Ef es, en E, una parte unitaria a la derecha. 

Mientras que el teorema precedente, relativo a la imagen inversa, es válido 
para conjuntos E con cocientes a la izquierda, E* cualesquiera, en cambio, para 
establecer que la imagen homomorfa de una parte unitaria es una parte unita- 
ria, se deben hacer hipótesis bastante fuertes sobre E y E'. Demostraremos la 
siguiente proposición: 


Teorema 8. —Sea h un homomorfismo de E en E' 
(Ah) E=>E?, 


Si E verifica la condición de existencia de cocientes a la izquierda y E' la 
regla de simplificación a la derecha, la imagen h(Ua) de una parte unitaria a la 
derecha Ua de E es una parte unitaria a la derecha de E”, 

Sean u;, us € h(Ua) e y” un elemento de E”, que cumplen la relación 


yTuo=u 
Consideremos dos elementos uy, us de Ua que tengan respectivamente U;, ug 
«or imágenes; por hipótesis existirá al menos un cociente a la izquierda de 


, Por U,; 


zx Tu =u. 
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y este cociente x pertenece a U¿ puesto que Ug es unitario a la derecha. 


Tomando las imágenes de los dos miembros obtendremos 
ha) Tu =u=yTu 
de donde, puesto que E? verifica la regla de simplificación a la derecha 
y €NU4) 


como queríamos demostrar, 
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CAPÍTULO Il 
SEMIGRUPOS. GRUPOS 


$ 1. Asociatividad. Semigrupos 


En un conjunto E con la ley de composición T ocurre a veces, que después 
de componer dos elementos, el resultado deba componerse con un tercero, etc..., 
o bien, deben componerse entre si los resultados de componer dos pares de 
elementos, etc... Los paréntesis, corchetes, ..., permiten simbolizar cómodamente 
esta sucesión de operaciones. Si se forma por ejemplo aTb=r, y luego 
rTe= 2, se escribirá z = (a T b) T e; si se forma bTce=s y luegoaTs =y, 
se escribirá y =aT(bTc). Lo mismo (a T b) T (e T d) indica u Tp, donde 
u=aTb y ¿=cT d, mientras que [(a Tb) Tc] Td indica mTd, donde 
m=nTeyn=aTb. 

Tomando n elementos (1 > 2) en un orden fijado, existen, como acabamos de 
ver, diversas maneras de componerlos sucesivamente, y no hay ninguna razón 
para que los resultados obtenidos sean iguales entre sí. Por ejemplo, si T designa 
la formación de la media aritmética en el conjunto de los números reales, 
aTb= (a + b)/2, se tiene 

rr AR rr 
4 4 
y estos dos números son en general diferentes. 
Lo mismo, si A designa la formación del producto vectorial (en el espacio 
DASS 
de tres dimensiones), los vectores (4 A b)A ce y a A (bA C),son en general 
distintos. En el conjunto £ con la ley de composición interna definida por la tabla 


Tliabe 
albcea 
blbceca 
e|bea 
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se tiene 
(aTajTa=bTa=b, aT(aTa)=aTb=c 


[(aTa)TajTa=bTa=b, (aTajT(aTa=bTb=c, 
aT[aT(aTa]=aTc=a. 


Sin embargo, sabemos que en muchos casos, por ejemplo en la adición o 
multiplicación de los números naturales, racionales, reales o complejos, no exis- 
ten estas complicaciones, y esto se debe a que la correspondiente ley de compo- 
sición es una ley asociativa. 

Se dice que la ley de composición T de D es asociativa si se tiene 


(1) (rTyTz=zxT(yTz VzyzeD; 


En este caso D se llama semigrupo* (o también monoide). Generalmente se em- 
plea la notación multiplicativa para la ley de composición de un semigrupo D; 
con esta notación, (1) se escribe 


(1) (2y)z = x(yz) VayzeD 


Es cómodo representar el valor común de los dos miembros por el simbolo 
único xyz; xyz es lo que se llama el producto de los tres elementos x, y, z toma- 
dos en este orden. 

Más generalmente, consideremos, en un semigrupo multiplicativo D, n ele- 
mentos 4,, Q,, ..., An (distintos o no) ordenados según los indices crecientes. 
Escribamos: 


p= (.. [(a1a») as) as ... ) an. 


Teorema 1. — Cualquier otro producto p' formado con los factores a, ..., An, 
tomados en este orden es igual a p. 

Según (1'), la proposición es cierta para n = 3, Supongamos que se cumple 
para m factores, cualquiera sea m< n. 

El producto p' es de la forma 


p= PP» 


donde p; está formado con 41, ..., hy P2 CON Qp41) ..., An (1 < h< n—1). 
Si h=n—,se tiene p¿3 = an, p; será entonces un producto formado con los 
n — 1lactores 41, ..., 4-1 y según la hipótesis de recurrencia, 


Pi = 4 ... Cat, 


de donde p' =p. 


1 “Demi-proupe (ou semi-groupe)" en el original, donde se advierte: También se ha utilizado 
la locución “xemi-groupe” para designar a Den el caso de ser válida la regla de simplificación, 
además de la asociativa, pero aquí no adoptaremos esta terminología. 
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En los otros casos se tiene, siempre por la hipótesis de recurrencia: 
Pi = 44 ... Ga, Pa = 4ñs1 ... Cay con 1<h<n—2, 


luego 


p" = (41 ... Ar). (Anta «.. An) = (Ur ... an) L(Qnsr ... Ana )an] Y 


de donde, según (1) 


p' = [(41 ... An) (Ansr ... An—1)] An 
y, según la hipótesis de recurrencia, 


= (41 ... An—1)Qn 


Corolario. — En un semigrupo se puede hablar de la potencia m-ésima de 
un elemento a, producto de m elementos a, que puede efectuarse componiendo 
los elementos de cualquier manera. Se designa este elemento por a” y se tiene 
la regla: 


amar = qu+n 
Teorema 2.— En un semigrupo abeliano, el producto 


P = 40% ... Un 


es independiente del orden de los factores. 
Si primeramente permutamos dos factores consecutivos, tenemos 


Ar coo AQ. An = 1 ig 4 Apo 


En efecto, pongamos (para ¿4% 1, n—1) 


Ar li = Ps AjAi+1 = $ = Qgsz (4, 0142 0. An 

y los dos miembros de la igualdad a establecer coinciden, efectivamente, con el 
producto rst. El razonamiento es análogo (con simplificación de escritura) si 
i=lói=n—1, 

Para obtener la proposición general bastará ya fijarse en que se pasa de 
la permutación 4,4, ... d, a otra permutación cualquiera con una serie de trans- 
posiciones entre elementos consecutivos. Este hecho es evidente para n= 2, y 
se generaliza por recurrencia sobre n: se puede, por cambios de elementos con- 
secutivos, llevar, si es necesario, al primer lugar el elemento a que debe encon- 
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trarse allí, y para el producto de los n—1 factores restantes, la posibilidad 
enunciada existe por la hipótesis de recurrencia. 
Demos algunos ejemplos de semigrupos o de leyes asociativas. 


Ejemplo 1.— La intersección M y la unión U de partes de un conjunto E 
son leyes de composición asociativas (y además, conmutativas e idempotentes). 


Ejemplo 2.— El conjunto de los números naturales N=4 1, 2, ..., n bh 
con una cualquiera de las leyes de composición siguientes: 


adición, 
multiplicación, 
formación del m.c.d. 
formación del m.c.m. 


es un semigrupo abeliano. El conjunto Z de los enteros de signo cualquiera es 
un semigrupo abeliano aditivo, y un semigrupo abeliano multiplicativo. 


Ejemplo 3.—El conjunto de los números racionales positivos Q* es un 
semigrupo multiplicativo; lo mismo para el conjunto Q de todos los racionales, 
el conjunto R+ de los números reales positivos, el conjunto R de todos los nú- 
meros reales y el conjunto C de los números complejos. Todos estos semigrupos 
son abelianos. 

Ejemplo 4.— La composición o de las aplicaciones de un conjunto E en sí 
mismo es asociativa: (ao B) o y y ao (Bo y) son, una y otra, la aplicación ó 
consistente en efectuar sucesivamente (y en este orden) y, B, a: 


ar=a(fly0)) VreE. 


Estas aplicaciones forman pues un semigrupo A (obsérvese que si E posee más 
de un elemento, 4 no es abeliano). 

Si a y f son dos aplicaciones inyectivas, o exhaustivas, o biyectivas, la 
aplicación compuesta a. o B tiene la propiedad correspondiente. El conjunto 3 
de aplicaciones inyectivas, el conjunto S de aplicaciones exhaustivas, el con- 
junto $ de aplicaciones biyectivas de E en o sobre sí mismo son pues semi- 
grupos, contenidos en 4. Las aplicaciones biyectivas se llaman también trans- 
formaciones de E. Si E es un conjunto finito, se tiene J=8 =%H (si todo 
elemento se obtiene a lo más una vez, o al menos una vez como imagen, se obtic- 
ne exactamente una vez); en este caso las transformaciones de E se llaman 
permutaciones (o sustituciones). 

Se han visto en el capitulo primero ($ 4) varios procedimientos fundamentales 
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para construir a partir de conjuntos dados con leyes de composición interna, un 
nuevo conjunto con ley de composición interna. Si los conjuntos dados son se- 
migrupos, el resultado de la construcción en varios de los casos examinados 
también lo es. 

1.2 Es claro,en primer lugar, que el conjunto F de las funciones definidas 
sobre un conjunto X y que toman sus valores en un semigrupo D, es otro semi- 
grupo, con la ley de composición definida en el capitulo primero. 

2. El producto de semigrupos D,, D,, ..., Dx es igualmente un semigrupo. 

3." Una parte estable S de un semigrupo D será denominada subsemigrupo, 
puesto que la restricción a S de la ley asociativa de D es evidentemente una 
ley asociativa en S. Asi, el conjunto de los números naturales N, con la suma 
o con la multiplicación, admite como subsemigrupo el conjunto de los enteros 
pares. El semigrupo A de las aplicaciones de un conjunto E en sí mismo 
contiene como subsemigrupo los conjuntos 3 y $ de las aplicaciones inyec- 
tivas y de las aplicaciones exhaustivas; cada una de éstas contiene como sub- 
semigrupo el conjunto B(= 3 NM 8) de las transformaciones biyectivas. 

4.> Por extensión al conjunto de las partes, S(D), la ley de composición 
de un semigrupo D define una ley asociativa: 


(2) (AB)C=A(BC) VA,B,CES(D). 
En efecto, si A, B, C no son vacías, se tiene 


(AB)C =((ab)c;a € A,bEB,cEC) 
A(BC)=(a(bc);a € A,beB,ceC) 


y, puesto que (ab)c = a(bc), estos dos conjuntos coinciden. Si una al menos de 
las partes A, B, C es vacía, los dos miembros de (2) resultan iguales a la parte 
vacía. S(D) es, pues, un semigrupo, al que se llama semigrupo de las partes. 
Cuando D sea abeliano, también lo será. . 

5.2 La ley T definida en una familia de Moore F < $ (E) a partir de una 
ley T asociativa dada en £ (ver Cap. l, $ 4, 5.”) no es en general asociativa, 
como muestra el ejemplo siguiente. 

Consideremos el conjunto E de los números 1, 2, 3, 4, 6, y como ley de 
composición T, la formación del m.c.d.: 


zTy= m.c.d. (x, y). 


Esta ley T es asociativa y conmutativa (y también idempotente): E es un 
semigrupo abeliano. 
En 3(£), la familia $ formada por E, A= (6) B=(4),C=(3) 
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D=(1)y Y es una familia de Moore. Mostremos que en $ la ley de com- 
posición F (definida como se ha visto en el Cap. l, $ 4, 5.) no es asociativa. 


Tenemos (6) T (4) =(2) de donde ATB=(2)= E, además 


ETC=(1,3) luego ETC=(1,3j=E, 
luego 


(ATB)TC= E. 


Por otra parte, (4)T(3)=(1) luego BTC=D=BTC, 


(6)T(1)=(1) luego ATD=(1j)=(1)=D, 
de donde 
AT(BTCO)=DHE. 
6." Sea D un semigrupo y D =(D) la imagen homomorfa de D en un 
homomorfismo h: 


(R) D=D=OD). 


Dados tres elementos cualesquiera (distintos o no) Z, Y, Z de D ten 
en D elementos x, y, z que los tienen por imágenes respectivas. La igualdad 
(xy)z2 = x(yz) implica, tomando las imágenes, 


(Di = 372). 


Como esta última igualdad resulta cierta cualesquiera sean Z, Y, 3, €D, Des 
un semigrupo. Así: 


Teorema 3. — Toda imagen homomorfa de un semigrupo es un semigrupo. 

En particular, el conjunto cociente D[R. de un semigrupo D por una re- 
lación de equivalencia regular Res un semigrupo, llamado semigrupo cociente. 

Por ejemplo, el conjunto Z/(n) de las clases residuales módulo n es a la 
vez un semigrupo abeliano aditivo y un semigrupo abeliano multiplicativo. 

La asociatividad de una ley de composición implica todavia numerosas 
propiedades, tales como las siguientes. 


Teorema 4. — En un semigrupo D, el centro Z es una parte estable (even- 
tualmente vacia) 
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Si 21, 22€ Z, se tiene, cualquiera seaxe D: 


(2122)2 = 21(2e2) = z1(222) = (210)22 = (221)28 = 2(2129) 
luego 2122 € Z. 


Teorema 5.— En un semigrupo D, el producto LR de una parte licita a 
la izquierda L por una parte lícita a la derecha R es una parte licita, 
Se tiene en efecto 


D(LR) = (DL)R < LR, 
(LR)D = L(RD) < LR. 


Observación. — Indiquemos por A el conjunto de partes de D lícitas a 
la izquierda, L, por $ el conjunto de partes lícitas a la derecha, R, por G el 
conjunto de partes licitas: el teorema precedente ofrece un nuevo ejemplo de 
ley de composición en el sentido más general de aplicación del conjunto pro= 
ducto A x %Á en CG (cfr. Cap. 1, $ 2). 


Teorema 6.— En un semigrupo D, el conjunto T de los elementos t sim- 
plificables a la izquierda es un subsemigrupo unitario a la izquierda. 
Sean t,t€T. Si 


(titaJz = (tito)y, 
se puede escribir 
ti(tez) = tr(tay), 
de donde 
tax = lay, 


es decir 
e=y 


Se tiene, pues, tita € T y T es efectivamente un subsemigrupo (en el cual, evi- 
dentemente, vale la regla de simplificación a la izquierda). 
Sea ahora tr =t', con t,1'€ T. La igualdad 


ra =ry 
implica 
Urz) = U(ry) o (trjz= (ny, 
es decir, 
lz=tYy, luego T=Y. 
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Por consiguiente, re T y T es efectivamente unitario a la izquierda. 


Observación. — Es válido el teorema de enunciado simétrico. El conjunto 
de elementos simplificables constituye pues, un subsemigrupo, pero no se puede 
afirmar que sea unitario; en efecto, si t y t” son simplificables y tr = t”, sólo 
se puede concluir que r es simplificable a la izquierda. 


Teorema 7.—En un semigrupo D con elemento unidad a la derecha e, 
todo elemento con inverso a la derecha es simplificable a la derecha. 
Sea a un elemento; por hipótesis existirá un elemento a” tal que aa = e. 
La igualdad 
xa = ya 
implica 
(xaja' = (yaja” luego x(aa”) = y(aa”) 


es decir xe = ye o en fin x =y. 


Corolario. — En un semigrupo D con elemento unidad e, todo elemento si- 
metrizable es simplificable (o regular). 


Teorema 8. -—Si un semigrupo D tiene un elemento neutro por un lado al 
menos e, el conjunto A de los elementos de D con inverso a la derecha res- 
pecto a e, es un subsemigrupo de D. 

Sean a, be 4 y, por tanto, aa = e = bb”, Tendremos: 


(ab) (b'a”) = a(bb')a' = aca” = aqu =e 


puesto que, si e es neutro a la derecha, aea! = (aeja! = ad” y, si e es neutro a 
la izquierda, aea” = a(ea”) = ad”. 


Teorema 9. — En un semigrupo D con un elemento unidad bilátera e, si un 
elemento a tiene (con relación a e) un inverso a la derecha a? y un inverso a la 
izquierda a”, debe ser * = a”: en un semigrupo de este tipo todo elemento con 
inverso es simetrizable y tiene un solo inverso. 

Tenemos por hipótesis aa” = e = a”a, de donde 


(a”aJa' = ea = a! a”(aa”) = a e=a" 
y en consecuencia a” = a”, ya que (a”aja' = a”(ad”). 


Según lo anterior, a no admite otro inverso que a” = a”; como ya se ha 
dicho, este inverso único se indica en notación multiplicativa por a—1, 
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Teorema 10.—Si en un semigrupo multiplicativo D, un elemento e veri- 
fica una relación de la forma 


es =3 


siendo s un elemento simplificable a la derecha, e es neutro a la derecha, 
En efecto, se tiene para todo elemento x de D, 


(xe)s = x(es) = xs 
de donde 
ze=x (Vx € D). 


Corolario 1.— En un semigrupo D que verifica la regla de simplificación 
a la derecha, todo elemento idempotente s es unidad a la derecha. 


Corolario 2.— Un semigrupo en el que valga la regla de simplificación 
tiene a lo sumo un elemento idempotente que, si existe, es elemento unidad. 

En un semigrupo se puede considerar la familia KR de las partes semiprimas 
(o aisladas) R, caracterizadas por la propiedad de que si alguna potencia de 
un elemento d pertenece a R, también d pertenece a R (dicho de otro modo: 
las relaciones d* € R, y d¿ R son incompatibles). 


Teorema 11. — En un semigrupo multiplicativo D, las partes semiprimas R 
forman una familia de Moore R. 

En efecto, es evidente que D es semiprimo, así como toda intersección de 
partes semiprimas. 

A la familia de Moore KR viene asociada una clausura de Moore en 
TD) :X>X = Xg. Por definición Xg es la menor parte semiprima que con- 
tiene a X. Se dice que Xg es la parte semiprima engendrada por X: y también 
que Xg es el radical de X. 

El radical Xg de X coincide con el conjunto de los elementos del semigru- 
po D para los que alguna potencia pertenece a X. En efecto sea Y este con- 
junto; y € Y, quiere deciry» € Xc Xgpuara algún n (= 1, 2, ...), lo que implica 
y € Xg. ¡tenemos pues Y < Xg. Por otra parte, Y contiene a X y es parte 
semiprima, pues zm e Y, es decir ¿mm'g X implica z€ Y ; resulta Xg < Y, 
y debe, pues, valer la igualdad. 


$ 2. Grupos. Axiomática de grupo 


Un grupo G es un conjunto con una ley de composición interna, para la 
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que aquí adoptaremos notación multiplicativa, que cumple las condiciones si- 
guientes: 


| 1,G es un semigrupo, es decir, su ley de composición es asociativa 
((xy)z = a(yz) Y x, y, 2 € G); 


E SM, Existe en G un elemento neutro e(er=xe=x,Wx € G); 


11, Todo elemento x de G tiene un simétrico respecto a e (V x € G, existe 
en G un elemento x* tal que xx* = x*x = e). 


De estas tres propiedades resultan inmediatamente algunas consecuencias 


importantes. 
G no es vacio, puesto que G3 e. 
Del corolario del teorema 7, $ 1, se deduce que todo elemento de G, por 


tener simétrico, es regular o simplificable, luego: 
IV, En un grupo G se cumple la ley de simplificación. 


Resulta con esto que el simétrico x* de cada elemento x de G es único; 
le llamaremos pues, en la notación multiplicativa, el inverso de x y lo designa- 
remos por x=", 


Consideremos dos elementos a, m de G, e intentemos resolver en G la 
ecuación 

(1) ar = mM. 

Multiplicando a la izquierda por a—*, obtenemos 

x= am 
y el problema tiene a lo sumo esta solución; que sí lo es, en efecto, puesto que 
a(a—Im) = (aa—1)m = em = m. 

Asi, en un grupo G la ecuación (1) admite la solución única x= am, es 


decir, existe siempre el cociente a la derecha de m por a; existe análogamente 
un solo cociente a la izquierda de m por a, y = ma”, solución de la ecuación 


(15) ya =m. 


Por esto enunciaremos: en todo grupo G se cumple el axioma de los co- 
cientes, es decir: 
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v,Ya,m€ G, existe un único cociente a la derecha y un único cociente a 
la izquierda de m por a. 


Un grupo G cuya ley de composición es conmutativa se llama abeliano. 
Para los grupos abelianos se utiliza frecuentemente la notación aditiva, * 


Además de las reglas de cálculo de los semigrupos, se tiene en un grupo 
la regla fundamental para la inversión 


(ab) = ba 
puesto que (como se ha visto además en $ 1, teor. 8) 


(ab(b—1a) = a(bb ja = aza— = al = e, 


Esta regla se extiende inmediatamente al producto de un número n cual- 
quiera de factores. Se tiene en particular 


(ar) = (a—1)9 


para todo entero positivo n; se ha convenido en escribir más simplemente este 
elemento, en la forma a-”; poniendo además a” = e, tendremos definido a* para 
todo entero A (los elementos ad asi obtenidos no tienen por que ser distintos 
entre sí). Se tiene 


Ada = VipEZz. 


Solamente cuando el grupo G es abeliano se cumple la igualdad (ab)p= 
bx; con la notación aditiva «A se reemplaza por Aa, y la fórmula anterior se 
escribe A(a + b)= 10 + Ab. 

Se llama orden de un grupo finito G el número N, ó N(G), de sus elementos. 
frecuentemente designado, también, por O(G). 


En la definición de un grupo, el sistema 2 de axiomas, 1 (asociativo), 
II (elemento neutro e), HI (existencia de inverso respecto a e), puede ser reem- 
plazado por un sistema equivalente, pero en el cual cada uno de los axiomas ll 
y ll aparece, individualmente, debilitado: 


1 Notación aditiva. — El elemento neutro se indica por 0, el inverso de a se suele llamar 
opuesto, y se representa por —a; para lo que sigue, 
“a=an se utiliza la de múltiplos naturales: +. + — 3 
nalmónte Qu =,9 (el primer 0 es el número cero, el segundo es el ¿iemento neutro del grupo adi. 
tivo). (N.' del 
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I, asociatividad de la ley de composición; 
TI”, existe en el conjunto D considerado, al menos un elemento neutro a 
z la derecha, e: 


III”, con relación a e, todo elemento x de D admite al menos un inverso 
a la derecha x': xx! = e. 


Es evidente que 2 implica 2”. Para obtener el reciproco estableceremos 
el teorema siguiente, para un semigrupo multiplicativo D que verifica 2”. 


Teorema 1.—El inverso a la derecha x' de x respecto a e, es también 
inverso a la izquierda. 
Por hipótesis, xx” = e. Pongamos x'x = y. Tendremos: 


Y = 1'18T =1'é =1% =Y, 


y es, pues, idempotente. Por otra parte, y tiene un inverso a la derecha y”, lo 
que permite escribir: 


vy =yy = 
Ahora bien, 
yy =ye=y 


de donde, finalmente, y = 


Teorema 2. — El elemento unidad a la derecha e de D es también elemento 
unidad a la izquierda. 
En efecto, tenemos 


ex = (12')x = r(1'x) = ze =x%. 


El sistema 2” implica, pues, como consecuencia el sistema Z y la equiva- 
lencia lógica de los dos sistemas queda asi establecida. 


Puede utilizarse, desde luego, el sistema simétrico 


1, asociatividad de la ley de composición; 
a 11”, existe al menos un elemento neutro a la izquierda; 


pur, con relación a ese elemento, todo elemento x admite al menos un in- 
verso a la izquierda. 


4 DUBREIL 
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Otro sistema de axiomas muy importante hace intervenir la existencia de 
cocientes (pero no su unicidad, que aparecerá como consecuencia). 


| L, G es un semigrupo; 


la, G no es vacio; 


menos un cociente a la derecha x, y al menos un cociente a la iz- 
quierda y, de m por a, soluciones de ax = m, ya = m, respectiva- 
mente. 


Como se ha visto el sistema 2 implica la propiedad V (existencia y uni- 
cidad de los cocientes), por consiguiente V?, y por tanto 21. Reciprocamente: 


4 bl Existencia de cocientes: cualesquiera que sean ad ym e€6G,existe al 


Teorema 3. —Un conjunto G con una ley de composición interna que cum- 
ple los axiomas del sistema E, es un grupo. 


Por hipótesis, G'= no es vacio; sea pues a un elemento de G, Según V' 
(donde tomamos m = a) existe al menos un elemento e de G tal que ae =a. 
Demostremos que e es elemento neutro a la derecha, es decir que xe = x cual- 
quiera que seax € G.Basta advertir que existe un elemento r tal que x= ra, 
lo que permite escribir 


xe = (raje = r(ae) = ra = z. 


Vemos así que el axioma 1l' se verifica. 111 se cumple también, pues sólo es un 
caso particular de V” (un inverso a la derecha x” de x es un cociente a la 


derecha de e por x). 
Notemos en fin, que los grupos finitos pueden ser caracterizados por el 


sistema de axiomas: 


IL, G es un semigrupo; 
Zaj Ib, G es un conjunto finito (no vacio); 


IV, la regla de simplificación es válida en G. 


Todo grupo finito tiene estas propiedades; bastará, pues, establecer la 
proposición siguiente. 


Teorema 4. — Todo semigrupo finito G (+ 25) en que se cumple la regla 
de simplificación es un grupo. 
Según IV, en la tabla de multiplicación de G, todo elemento figura a lo 
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sumo una vez en cada linea y en cada columna, luego exactamente una vez, 
puesto que G es finito. Esto implica la existencia y unicidad de cocientes, V, 
luego implica V? y G cumple el sistema de axiomas 21; G es, pues, un grupo. 


$ 3. Ejemplos de grupos 


1. Entre los conjuntos de números usuales, muchos son grupos abelianos 
respecto a la adición o a la multiplicación. Citemos, como grupos aditivos: 


el conjunto Z de los enteros de signo cualquiera, 
el conjunto Q de los racionales de signo cualquiera, 
el conjunto R de todos los números reales, 

el conjunto € de todos los números complejos; 


y, como grupos multiplicativos: 


el conjunto Q+ de los racionales positivos, 

el conjunto R+ de los reales positivos, 

el conjunto C, de los números complejos de módulo 1, 

el conjunto Q* =Q —¿ 0 ¡ de los racionales no nulos, 

el conjunto R* = R—40 | de los reales no nulos, 

el conjunto C* =C—¿0 | de los números complejos no nulos. 


2. El semigrupo abeliano aditivo Z/(n) de las clases de restos módulo n 
es un grupo, puesto que tiene como elemento neutro la clase cero, y son opues- 
tas las clases que contienen a(0<a<n—1) y n—a. Este grupo, llamado 
grupo aditivo de los enteros módulo n, es finito y de orden n. 


3. El conjunto Ú de las transformaciones de un conjunto E es, como hemos 
visto, un semigrupo, con la operación de composición o. Hay en G un ele- 
mento neutro, la transformación idéntica e (definida por ex = x, Y x € E). Por 
otra parte, para toda transformación a € Ú y todo elemento x de E, existe 
en E un elemento x”, y uno sólo, tal que se tenga ax' =%. La aplicación a'defi- 
nida por 


o aplicación reciproca de a,es inyectiva, pues a/x =a'y significa, llamando x* 
esta imagen común, x= az, y = az" luego exige x = y.Además a! es exhaus- 
tiva pues todo elemento x” de £ es la imagen por a' dex = az”. La aplicación 
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a' es, pues, una transformación de E, inversa de a puesto que tenemos 
.(a0a)r =a[a' (1) =a =x VreE 


luego a 0 a' =e. Resulta que Ú es un grupo, designado frecuentemente por 
S(£)Cuando el conjunto E es finito, es cómodo distinguir sus n elementos .con 
los subíndices ], 2, ..., n, e incluso, confundir los elementos con sus índices: 
E =4 RAE + b las transformaciones a, que toman el nombre de permuta- 
ciones (o de sustituciones) se indican escribiendo: 


12... 

me e E . 

h ld... la, 
donde í¿ = a(k) es la imagen de k *. Hay, como se sabe 1. 2... n=M! permu- 
taciones distintas: el grupo constituido por todas ellas es pues, de orden n !; 


se le llama grupo simétrico y será designado por Sn. . 
$, se reduce a la transformación idéntica e. Para n= 2, Sa consta de e, 


y de la sustitución 
1 2 
a= 
2 4 


y su tabla se escribe 


e Q 
eje a 
aja e 


$1 es abeliano. 
Sy es de orden 6 y no es abeliano; en efecto, poniendo 


/1 2 3 o 
Sl" 3) Bla a 

1.23 123 
008 =( )+ ños =( ) 

3.24 4 82 


habituales libros en español, aparecen traspuestas las 
el orden de los factores, que luego se dirá. (N, del T.) 


tenemos 


2 En algunos autores, como en los 
dos filas de la notación anfedicha; y tam 
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N.B. —Para calcular a o É por ejemplo, se efectúa primero B, y después 
a: (ao B) (1) =a[f (1)] = a (3) = 3, etc... 


$ 4. Grupos asociados a otro dado, o a varios subgrupos. 
Subgrupos de un grupo 
Hemos estudiado en Cap. II, $ 1, diversos procedimientos que permiten 
construir nuevos semigrupos a partir de otro, o de varios semigrupos dados; 
supongamos ahora que el o los semigrupos dados, sean también grupos. 
1.> Sea F el conjunto de las funciones f definidas en un conjunto X dado 
y tomando sus valores en un grupo dado, G, con notación multiplicativa y 


cuyo elemento neutro designaremos por e. 
El producto fg de dos de tales funciones es por definición la función 


x— f(2) gl) (Vzex) 


Es claro que la función u que, para todo elemento x de X, toma el valor 
u(x)= e, es elemento neutro del semigrupo F.La función f” definida por 


f(x) = [MJ ViexX 
verifica ff! = f'f = u; el conjunto F es pues un grupo. 

2.» El producto P= G, X G, de dos grupos multiplicativos en los que los 
respectivos elementos unidad son e,, e,, es también un grupo con la multipli- 
cación de pares (x,, x,) definida por 

(21, 22) (Ya, Ya) = (1141, 22Yo) ; 


el par (€, e,) es elemento neutro de P, y el par (7 2”) es el inverso de 


La propiedad subsiste en el caso G, = G,, y se extiende inmediatamente a 
un número finito cualquiera k de grupos. 


3.2 Toda parte estable A de un grupo G es un semigrupo relativamente a 
la restricción a A de la ley de composición de G. 


Definición. — Se llama subgrupo de G toda parte estable S de G que sea 
asimismo un grupo relativamente a la restricción a S de la ley de composi- 
ción de G. 
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Si H es subgrupo de S y S subgrupo de G, entonces H es subgrupo de G. 

Todo grupo G tiene al menos como subgrupos el mismo G y la parte 
E=+4€j constituida solamente por el elemento neutro. Un subgrupo S dis- 
tinto de G y de E recibe el nombre de subgrupo propio (o verdadero). 

Una parte estable no es, en general, un subgrupo. Así, en el grupo aditivo 
Z de los enteros relativos, el conjunto N de los enteros naturales es una parte 
estable, pero no es un subgrupo. 

Si una parte estable A de un grupo G tiene, respecto a la correspondiente 
restricción de la ley de composición de G, un elemento idempotente €, en 
particular, un elemento neutro, se tiene, designando por e el elemento neutro 
de G y empleando la notación multiplicativa: 


e, = ex = exe, 


de donde €4 = e. Si un elemento a de A tiene en A, con relación a e, un inverso 
a la derecha (”, o un inverso a la izquierda a”, se tendrá, designando por a—* 
el inverso de a en G: 


a =e=a01 ava=e= ala 


luego, 4 = a, a = a, 

Por consiguiente, todo subgrupo S de G contiene necesariamente el ele- 
mento neutro e de G, y si contiene al elemento x, también a su inverso x=. 
Reciprocamente, toda parte estable S que contenga a e y tal, que x € S impli- 
que z=1 € S,es un subgrupo de G, puesto que S satisface a las condiciones X 
de definición de grupo. 

Como la condición e € S es consecuencia de que S sea una parte estable 
no vacia que si contiene a x también contiene a x-*, podemos enunciar: 


Teorema 1.— Para que una parte no vacía S de un grupo G sea sub- 
grupo de G, es necesario y suficiente que sea estable y que si contiene a un 
elemento x de G contenga también a su inverso x=. 

Según el teorema precedente, un subgrupo S debe contener con el par de 
elementos x, y, de G, al producto x—'y. Ahora bien, esta condición necesaria 
€s también suficiente para que una parte no vacia S sea un subgrupo. En efecto, 
sea s un elemento de S(4 Y) : tendremos, s—ls =e € S, luego s-le = s1 € $ 
y, en fin, si s1 € S, (s—-1)51 =ss1 € S; S es, pues, un subgrupo. Hemos de- 
mostrado asi el teorema siguiente: 


Teorema 2. — Para que una parte no vacía S de G sea subgrupo de G, 
es necesario y suficiente que S contenga, al mismo tiempo que dos elementos 
x, y de G (distintos o no), el producto xy. 
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De esta condición necesaria y suficiente resulta, que cualquier intersección 
de subgrupos de G es un subgrupo de G, y en consecuencia, el conjunto de los 
subgrupos de un grupo G es una familia de Moore. 

Pongamos xy = q; q es el elemento (único) que verifica xq = y. 

Por la condición del teorema 2: 


2,y€S,xq =y(9€G) implican g€S, 


Esto significa que S es, en G, una parte unitaria a la izquierda (cap. l, 
$ 8). Asi, en los grupos resultan coincidentes los subgrupos y las partes unita- 
rias a la izquierda no vacias (y del mismo modo con las partes unitarias a la 
derecha, no vacías). 


Ejemplos de subgrupos: 1. El centro Z de un grupo G es una parte estable 
(S 1, teorema 4), no vacía ya que e € Z.Si 2€Z,la igualdad 2x = xz trae con- 
sigo 231 = z=lx, Y x € G, luego 21 € Z. Por consiguiente Z es un subgrupo 
de G. La igualdad Z = G caracteriza los grupos abelianos. 


2. En el grupo simétrico Sa, las n permutaciones de la forma 


1 2..n—=k n—k+t..n 
0%= 
k+1 k+2..n d sk 
(k=0, 1, ..., n—1) se llaman permutaciones circulares, Se tiene oy = € (per- 
nutación idéntica), 0% 00, = Oxin Si Kk—h<n, 0x0 0 =Orima Si k+h> mn, 


en particular 0x O 0n—* = €; las permutaciones circulares forman pues un sub- 
grupo abeliano de orden n, Cn, del grupo simétrico Sn. 


3. Consideremos un conjunto cualquiera £ y el grupo B de las transfor- 
maciones de E (referente a la composición de las transformaciones 0). A toda 
parte A de E podemos asociar: 

a) el conjunto Ha de transformaciones 7 que dejan fijo (o invariante) cada 
elemento de A: 


r(a) =4a Vaca 


8) el conjunto Fa de las transformaciones o que transforman el conjunto 
A en él mismo: cA = A; Pa es un subgrupo de G; Ha es un subgrupo de Pa, 
y por lo tanto también subgrupo de G. 

4. El conjunto Í(G) de las partes de un grupo G con la ley de composición 


definida a partir de la de G (Cap. 1, $ 4, 4.) es un semigrupo (8 1); siendo la 
parte vacía elemento lícito, S(G) no puede ser un grupo. Las partes no vacias 
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o complejos de G no forman tampoco, en general, un grupo. Tenemos en efecto, 
poniendo E =4 € |. 


G=EG 


E<cG, luego EG<(G?cG, 


de donde 
EG=G!=G. 


ahora bien, si G tiene más de un elemento, es E % G, luego la regla de sim- 


plificación no vale en el semigrupo C= I(G) — (9 ) que, por consiguiente, 


no es un grupo. 
Designemos por H— el conjunto de los inversos h-" de los elementos h 


de H (se evita la notación H-" porque en general, H— no es inverso de H 
en G). Tenemos inmediatamente: 


E< HH- 
(AB) = B- A— 
y A< B implica A— < B-. 


Según el teorema 1, para que un complejo S de G sea un subgrupo, es ne- 
cesario y suficiente que se tenga 


Ses y S=< S. 


Estas inclusiones exigen inmediatamente las igualdades correspondientes: 
s£=8S y $S=8 
puesto que E < $ implica S = ES < $? y S—-< S implica 
S =(S-)- € S=. 


Teorema 3. — Pará todo subgrupo S de un grupo G y para todo comple- 
jo K contenido en S se tiene: 


KS=S=SK. 


La inclusión K < $ implica KS < $? = S; inversamente, si k es un ele- 
mento de K existe (según el axioma de los cocientes) para todo elemento s de 


85 HOMOMORFISMO EN TEORÍA DE GRUPOS 57 


S un elemento x de S tal que s = kx; luego S < KS, de donde resulta la pri- 
mera igualdad. La segunda se establece en forma análoga. 
En particular si s es un elemento cualquiera de S se tiene: sS =Ss=S 


$ 5. Homomorfismo en teoría de grupos; subgrupos distinguidos; 
descomposición en clases; automorfismos internos 


Sea G un grupo y G = h(G) la imagen homomorfa de G en un homomor- 
fismo h. Como sabemos ($ 1), G es un semigrupo. Además, la imagen E = h(e) 
del elemento unidad de G es elemento unidad de G, y siendo Z un elemento 
cualquiera de G, x una de sus imágenes recíprocas en G, h(x) =Z, la imagen 
h(x—1) es inversa de Z en G (cap. l, $ 6, teorema 1). Por consiguiente G es 
un grupo. 


Teorema 4. — La imagen homomorfa 'G = h(G) de un grupo G en un ho- 
momorfismo h es un grupo. El elemento unidad de G es la imagen del elemento 
anidad de G, teniéndose además 


h(a=1) = [ha (VzeG) 


Un subgrupo S de un grupo G se llama subgrupo distinguido de G (o 
subgrupo invariante de G, o subgrupo normal de G) si es permutable con cada 
elemento x de G, es decir si se tiene: 


(0) 18=Sxr VzxeG. 


Escribiremos entonces $4 G. 
Esta definición requiere las observaciones siguientes: 

1.2 La propiedad (1) significa que, cualquiera que sea x € G,todo elemento 
de xS pertenece a Sx, e inversamente, luego que Vx € G y Vs€sS, se tiene: 
xs € Sz, es decir, 35€ S tal que xs =8s'z 

e inversamente: 
sx €xS, es decir, 3s”€ES tal que sx = xs”. 
2. Para que S sea subgrupo distinguido de G, es suficiente (y evidente- 
mente necesario) que se tenga: 
(2) S<cSz VzxeG. 


Tendremos en efecto, reemplazando x por x=! 
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TAS < Srl VreG 


es decir (multiplicando los dos miembros a la izquierda y a la derecha por x) 


Srsrs YVzxeG 


y, por consiguiente (1). 
La condición (2) se escribe también: 


ar < Ss VieG 


y significa que el elemento xsx=!, al que se llama transformado de s por x, 
pertenece a S, para todo x en G y para todo s en S: 


(25) ViIeG y Vses asu ES. 


3.2 Si S es un subgrupo distinguido de G y si H es un grupo intermedio: 
SseHc<G 


S es, claro está, subgrupo distinguido de H. Pero si G' es un grupo que con- 
tiene a G>— como subgrupo propio 


SeGcacG 


no hay ninguna razón para que S, subgrupo de G”, sea distinguido en G' y, en 
general, no lo es. 


4.2 La familia F de subgrupos distinguidos de un grupo G es una familia 
de Moore, puesG e F y si F'es una subfamilia de F y si 


iel=Í ]s 
ses” 
se tiene: 
xi es VieG y VSESF' 


Lee xix El. 

Ejemplos: Si G es un grupo abeliano, cualquier subgrupo S de G es sub- 
grupo distinguido. 

El centro Z de un grupo G es subgrupo distinguido de G; se tiene, en 
efecto, W2€Z y Wx€ G, zi 1 =z. Se ve también que todo subgrupo del 
centro Z es un subgrupo distinguido de G. 
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Sea G =h(G) la imagen homomorfa de un grupo G en un homomorfismo 
h. Como hemos visto ($ 4, teorema 4) G es un grupo. Según el mismo teorema, 
la imagen h(S) = 5 de un subgrupo S de G es un subgrupo de G. 


Teorema 1.—Si S es subgrupo distinguido de G, su imagen homomorfa 
h(S) ='3 es un subgrupo distinguido de G = h(G). 

Sean Z un elemento cualquiera de G, s un elemento cualquiera de S y 
x un elemento de G tal, que h(x) = 7 ¡existe al menos un elemento s de S tal 
que A(s) =$. 

Tendremos por una parte h(=s 1) = h(x) MSAA(AIZ yy por otra 
parte xs x—1 € $. Resulta pues, efectivamente, 15121 € S (VIEG y VS ES). 


Dado un elemento z de G = h(G),consideremos en G su imagen reciproca:; 


X =hMUz) = (2; 2€6G, Ma) =2) 


que es una clase de la partición asociada a la equivalencia de homomorfismo JC ; 
se tiene en efecto (por definición) 

(3) x= a()) si, y sólo si, (3) h(x) = h(z1). 

Entre las clases X, a la que es imagen recíproca del elemento neutro 2 de 
G, N = h-—K¿) se le llama núcleo del homomorfismo h. Estudiemos las propie- 
dades del núcleo N y de JC. 

Desde luego e € N; por otra parte, puesto que 2 es, en G, elemento unidad 
a la derecha, su imagen reciproca N es, en G, un complejo unitario a la de- 
recha (cap. 1, $ 8, teorema 7), luego N es un subgrupo de G ($ 4, comentarios al 
teorema 2). 

La propiedad (3') que define la equivalencia de homomorfismo (J€) equi- 
vale a una u otra de las relaciones: 


[M2 h(21) = 2, h(z1) [Ma = e 
que se escriben: 
h(xIx1) =E huma) =2 
es decir: 
(4) TIA EN (4) miren 
o,en fin: mm €ezxN a EeNz 


La clase X, módulo JC, que contiene un elemento cualquiera x de G, está 
pues, definida por: 


(5) X =1xN =Nx 
Tenemos pues: 
N =Nz VzxeG. 
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y por consiguiente el núcleo N es un subgrupo distinguido de G. Enunciemos los 
resultados obtenidos: 

Teorema 2.— El núcleo N de un homomorfismo h que aplica un grupo 
G sobre un grupo G = h(G) es un subgrupo distinguido de G. La equivalencia 
de homomorfismo JC viene definida mediante el núcleo N por 


x= xa(3) si II EN O si url EN. 
La clase X, módulo J€ que contiene el elemento x de G es el complejo: 
X =2xN =NZ. 


Recordemos que la equivalencia de homomorfismo JC es compatible con la 
ley de composición de G, indicada aqui multiplicativamente (cap. l, $ 6, teo- 
rema 2). 


Caso particular: Supongamos dada en un grupo G, una equivalencia R 
compatible con la ley de composición de G y consideremos el homomorfismo 
canónico: 


(a) G=G|R 


que asocia a cada elemento x de G la clase h(x) = X, módulo R, que contiene 
a x. El conjunto cociente G/R (cap. 1, $ 6) imagen del grupo G cn el homomor- 
fismo h, es asimismo un grupo, llamado grupo cociente. El elemento unidad E 
de G/[R es la imagen h(e) del elemento unidad e de G, en tanto que el sub- 
conjunto de G, E= h(e) es por una parte la clase unidad, es decir la clase 
módulo R que contiene el elemento unidad e de G, por otra parte el núcleo del 
homomorfismo h, luego un subgrupo distinguido de G. Asi: 


Teorema 3.—El conjunto cociente G|[R de un grupo G por una relación 
de equivalencia R. compatible con la ley de composición de G es un grupo, 
imagen de G en el homomorfismo canónico h, llamado grupo cociente de G 
por R.; la clase unidad E, núcleo de h, es un subgrupo distinguido de G. La 
clase X módulo R que contiene a x queda definida a partir de E por: 


X =xE = Ez. 


Consideremos ahora, en un grupo G, una equivalencia R' que suponemos 
solamente regular a la derecha. No es ya posible hablar de ley de composición 
interna asociada en el conjunto cociente, pero todavía se tiene la proposición 
siguiente. 


Teorema 4. — En un grupo G, la clase unidad E', módulo una equivalencia 
R/ regular a la derecha, es un subgrupo de G y la clase X” módulo R/, que 
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contiene a un elemento x viene definida a partir de E' por: 
Xx =Ez. 
Sean m,, m, dos elementos de E”; tenemos 
m<=e=m (R') 
de donde, multiplicando a la derecha por ma 
=m =e (R) 


y por consiguiente mumz * € E':luego E' es un subgrupo de G. 
Las congruencias m1 =x y mal = e(R') se implican una a otra; luego 
la clase X”, que contiene a x está definida por: 


mima 


mex si, y sólo si male E, 
de donde 
XxX =EZf. 
Inversamente, a un subgrupo cualquiera H de un grupo G, asociemos la 
relación binaria: 


Rima si, y sólo si, 212 EH, 


Esta relación Ry es reflexiva (pues zx =e € H), simétrica (ma € H 
implica xx? = (zi) € H), transitivo (2er € H y ma EH implican 
Zea—1 € H), es por lo tanto una relación de equivalencia. La clase X” módulo 
R;, que contiene al elemento x es, según la definición de R¿,, el complejo Hz. 


Se tiene por tanto, 
xi=x. (Ri) si y sólo si Hx = Hxy 


y, en consecuencia, Rz es regular a la derecha. 


Simétricamente, si consideramos la relación R5 definida por Rmx si, y 
sólo si 2x1 € A vemos que se trata de una equivalencia regular a la izquierda, 
y la clase X”, módulo R¿,, que contiene al elemento x es el complejo xH. 

Tanto con módulo R¿, como con módulo Rz,, la clase que contiene al ele- 
mento unidad e es el mismo subgrupo H. La partición de G definida por Rz, se 
llama descomposición en clases a la derecha X' = Hx; y, simétricamente, la par- 
tición definida por Ri, se designa descomposición en clases a la izquierda 
Xx"=xH, 1 

Hemos obtenido el teorema siguiente: 


1 A estas clases algunos autores las llaman cogrupox o, también, clases de restos. (N. del T) 
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Teorema 5.— A todo subgrupo H de G viene asociada una equivalencia 
regular a la derecha Rg,, que define una descomposición en clases a la derecha 
X' =Hx. y una equivalencia regular a la izquierda Rz,, que define una descom- 
Posición en clases a la izquierda X” = xH, 


Para que un subgrupo S de G sea distinguido es necesario y suficiente que 
sea xS = Sx para todo x € G, esto es, que las clases X” =Sx módulo R¿ y 
X"=xS módulo R¿, que tienen el elemento común x, coincidan; es decir, que 
las dos relaciones Ry Ri se reduzcan a una sola: designaremos en adelante 
por Rs a esta relación, que por ser regular a la derecha y a la izquierda, es 
compatible con la ley de composición de G. El conjunto cociente G/Rs es el 
grupo imagen homomoría de G en el homomorfismo canónico (Teorema 3) y S, 
clase unidad, es el núcleo de este homomorfismo. Podemos pues enunciar: 


Teorema 6.— A cada subgrupo distinguido S de G viene asociada una 
equivalencia Rs compatible con la ley de composición de G, tal que la clase 
módulo Rs que contiene un'elemento x sea el complejo xS=Sx(= X), Ses el 
núcleo del homomorfismo canónico h que aplica G sobre el grupo cociente G/Ris. 

Se ve finalmente, que la determinación de las imágenes de un grupo G, la 
de los subgrupos distinguidos de G y la de las equivalencias compatibles con 
la ley de composición de G, son problemas equivalentes. El conjunto de los 
grupos homomorfos, el de los subgrupos distinguidos y el de las equivalencias 
regulares se corresponden biunivocamente. Si S es un subgrupo distinguido 
de G se designa simplemente con G/S el grupo cociente G/Rs de G por la equi- 
valencia regular Rs definida a partir de S. 


Examinemos la forma que toma, en el caso de los grupos, el teorema de 
homomorfismo (cap. 1, $ 6, teorema 3). Sea G = MG) la imagen de un grupo G 
en un homomorfismo /, que puede ser dado como un homomorfismo de G en un 
conjunto multiplicativo G*, que contenga a G. Designemos como en el capítulo 1, 
por h el homomorfismo correspondiente que aplica G sobre G : 


(%) Gu=G =(G) = h(6). 
La equivalencia de homomorfismo R, es compatible con la ley de composición 


de G y se tiene el isomorfismo: 


() G=CIR 
donde 


(6) da) = X = (2; Ma) =2). 


En particular (e) = N es el núcleo del homomorfismo considerado y G/R 
es el grupo cociente de G por el subgrupo distinguido N. Por tanto: 
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Teorema 7. — Toda imagen homomorfa G de un grupo G es isomorfa al 
grupo cociente G/N de G por el subgrupo distinguido N, núcleo del homomor- 


fismo. Este isomorfismo ¿, que aplica G sobre G/N, definido por la fórmula (6) 
se llama canónico: 


()  G=G/N. 


Para simplificar las notaciones, supondremos ahora que h es un homomor- 
fismo que aplica G sobre G. 

Consideremos en la imagen homomoría G = h(G), un subgrupo $; nos 
proponemos estudiar su imagen recíproca en el grupo G. 


S=hU3) = (5; 5€G, Ms) ES). 


Teorema 8. — La imagen reciproca S de un subgrupo $ de G contiene el nú- 
cleo N del homomorfismo h; además S es subgrupo de G. 

Puesto que 7 € S,se tiene hz) < h-45), es decir N < S. Si s y s, son 
dos elementos de S se tiene: 


h(s—151) = [M(s))— h(s1) € S, por tanto sis €h-US) = S, 
y S es en efecto un subgrupo de G. 


Supongamos ahora que 'S sea subgrupo distinguido de G: sería fácil de- 
mostrar directamente que S es subgrupo distinguido de G. Nosotros obtendremos 
este resultado, con complementos importantes, aplicando el primer teorema de 
isomorfismo (cap. 1, $ 6, teor. 5). 

Consideremos los dos homomorfismos (que aquí son epimorfismos) 


(MY  C=G=MG) (Y) GEES =»(G) 


y el homomorfismo compuesto f=h'0h: 


(M.  G=G[3 =1(G). 
Se deduce el isomorfismo: 
(D KG) =G/S= Glp 


donde p, equivalencia asociada al homomorfismo f, es compatible con la ley de 
composición de G. 

El grupo cociente G/p se escribe G/S donde S designa, por ahora, la clase 
de unidad módulo p, núcleo del homomorfismo f =h' o h. S, subgrupo distin- 
guido de G, será, pues, el conjunto de los elementos de G que h aplica sobre 
el núcleo de /”, es decir, sobre S: así que, en efecto, S es la imagen recíproca 
h=(S). Asi tendremos el isomorfismo: 


(1) G[S=GIS, donde S = (3). 
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Puesto que S es el núcleo de f, el isomorfismo (j) es también el que se ob- 
tiene aplicando a f el teorema de homomorfismo. 

La clase X € G/S tiene por imagen ¡(X) la clase X € G/S, conjunto de los 
elementos x de G tales que X = f(x) = *Th(2)] = 5 h(x), según la significación 
de (/); asi, 


(7) X =¡(X) = Sz siX = Sz, con z = h(2). 


Consideremos ahora los grupos cocientes G/N, G/S de G respecto a 
los subgrupos distinguidos, N, S con N < S (< G)(y que podrían, en lo que 
sigue, ser dados a priori). A cada clase X= Nz € G/N, asociamos la clase 
X = Szx= SNx = SX1 que es además la clase, con respecto a S, que incluye 
a X,. La aplicación p de G/N sobre G/S así definida es un homomorfismo; en 
efecto, sea Y, = Ny € G/N ; tenemos: 


X,Y, = NzxNy = Nay 
y por consiguiente: 


p(X1Y1) = p(Vzy) = Say = SaSy = XY = p(X)p( Y). 


El núcleo 4 del homomorfismo p es el conjunto de las clases Nx tales que 
Sx=S, clase unidad, lo que se verifica si € S y solamente en este caso. 
A conjunto de clases Ns, donde s recorre S, es pues el grupo cociente S/V y 
tenemos el isomorfismo: 

(í) G/S = GIN|S|IN 

siendo j, la aplicación que a X = Sx € G/S, asocia (S/N) X1 € G/N/S/N, donde 
X, =Nx: 

(8) JMX) = (S/N) Xz 
si X=Sx y X, =Nx. 

Enunciemos el teorema fundamental obtenido: 

Teorema 9 (primer teorema de isomorfismo para grupos). — Dado un ho- 
momorfismo h que aplica un grupo G sobre un grupo G, 

(h)  G=G=HG) 


la imagen reciproca $ = 43) de un subgrupo distinguido $ de G es un sub- 
grupo distinguido S de G que contiene al núcleo N de h, y se tienen los iso- 
morfismos: 


G/S = G/S = G/N|S/N. 


Estos isomorfismos ¡ y j, están definidos respectivamente por (7) y por (8). 
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Además, el isomorfismo ¡, se puede establecer para cualquier par S, N de 
subgrupos distinguidos de G tales que N < 8. 

En fin cualquier subgrupo distinguido S de G que contenga a N tiene en 
G =h(G), una imagen /(S), subgrupo distinguido de G (teorema 1), cuya imagen 
reciproca h—*[A(S)] es la reunión de las clases Ns cuando s describe o recorre S; 
esta reunión no es otra que NS = S. Tenemos pues una correspondencia biyectiva 

h= S—>h-zUS) = S 
entre los subgrupos distinguidos S de G y los subgrupos distinguidos S de G que 
contienen al núcleo N de h. 

Para obtener otras propiedades importantes, ligadas a otra aplicación del 
teorema del homomorfismo, volvamos a una de las definiciones de subgrupo dis- 
tinguido: S es subgrupo distinguido de G si 

(2) VaeG y WseS asates 

Fijado un elemento a, consideremos la aplicación a de G en sí mismo que 
asocia cada x de G 


G con su transformado por a: 
(a) z— axza—l = a(x). 
Por la regla de simplificación a es una aplicación inyectiva; y puesto que 
a(a—l2'a) = aalx'aal = Y”, 
a es exhaustiva; luego a es una aplicación biyectiva de G sobre sí mismo. Ade- 
más, tenemos 


a(zy) = azya— = aza—1 » aya—1 = a(x) a(y); 


por lo que a es, en fin, un automorfismo de G; los automorfismos a, ... así defini- 
dos a partir de los elementos a, ... de G son los llamados automorfismos internos. 


Teorema 10. — El conjunto T' de los automorfismos internos de un grupo 
G es un grupo, imagen homomorfa de G. Tes isomorfo al grupo cociente G/Z 
de G por su centro Z. 

Consideremos la aplicación 


(p)  a=>a=e(a) 
de G sobre 1"; p(ab) es el automorfismo interno 
x —> (ab) x(ab) = a(bxb1) a = (a o B)a 


luego p(ab) = p(a) o p(b) y y es un homomorfismo que aplica G sobre T'; por 
lo tanto T' es un grupo. 
Según el teorema de homomorfismo, se tiene el isomorfismo 


T= GN 


5 DUBREIL 
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donde N es el núcleo del homomorfismo y, es decir el conjunto de los elementos 
n de G a los que corresponde, como automorfismo interno, el automorfismo 
idéntico: 
nen = x VzxeG. 
La igualdad precedente se escribe nx = xn y expresa que n conmuta con 
todos los elementos de G: N no es, pues, otra cosa que el centro Z de G, lo que 


concluye la demostración. 
La definición (2') de subgrupo distinguido S de G se escribe: 


(25) a(S)es Vaelr 
propiedad, señalemos, equivalente a: 
a(S)=5  Vaer 


como se ve aplicando el automorfismo a—! a los dos miembros de (2”). Los sub- 
grupos distinguidos de un grupo G son los subgrupos transformados en sí mismos 
por todo automorfismo interno de G. De aquí el nombre de subgrupos invarian- 
tes con que también se designa a esos subgrupos. 

La imagen «(H) = aHa—! de un subgrupo cualquiera H por un automorfismo 
interno, es también un subgrupo de G, al que se llama conjugado de H. 


Veamos finalmente algunas propiedades, que se refieren a la descomposi- 
ción de un grupo G en clases a la derecha X” = Hx o en clases a la izquierda 
X"= xH con relación a un subgrupo cualquiera. Según la regla de simplifica 
ción, a dos elementos distintos h, h, de H corresponden en X” dos elementos dis- 
tintos hx, h,x; lo mismo en X”. Cualquier clase, a la derecha o a la izquierda, 
se corresponde pues biyectivamente con el subgrupo H, en otros términos, tiene 
la misma potencia que H. Si H es finito y tiene n elementos, todas las clases 
X'=Hx o X”= xH también tienen n elementos. 

La clase a la izquierda X”= xH relativa al subgrupo H puede ponerse 
bajo la forma: 


X” = (aHx)x. 
Esto es la clase a la derecha que contiene a x en la descomposición de G relativa 
al subgrupo xHx=“, conjugado de H. Esta propiedad implica el hecho de que 
para un subgrupo distinguido, es decir, que coincida con sus conjugados, la clase 
a la derecha X” y la clase a la izquierda X” coinciden totalmente en cuanto ten- 


gan un elemento común x. 
El conjunto (Hx)- = x-1H= = x—'H de los inversos de los elementos de la 


clase a la derecha con x, es la clase a la izquierda con x—!, respecto a H, lo que 
define una correspondencia biyectiva entre el conjunto de las clases a la derecha 


G|Ri=(H, 
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y el conjunto 
(O: A A 


de las clases a la izquierda distintas respecto a H. Esos dos conjuntos tienen 
la misma potencia; si uno de ellos es finito, el otro lo es también y tienen ambos 
el mismo número de elementos, El número ¡ (finito o infinito) de clases en cual- 
quiera de las dos descomposiciones de G relativa a su subgrupo H, es por defini- 
ción el índice de H en G. 

Si G es un grupo de orden finito N, el orden n y el indice ¡ de H son eviden- 
temente finitos y se tiene 

N= in 

puesto que las ¡ clases distintas X” tienen n elementos cada una. 


Teorema 11 (Lagrange). — El orden n de un subgrupo H de un grupo G 
de orden finito es divisor del orden N de este grupo. 


Corolario. — Un grupo G de orden p primo no tiene subgrupos propios. 


$ 6. Leyes de composición externa. Espacios homogéneos. 
Teoremas de Sylow 


Definición. — Dados un conjunto E y un segundo conjunto 2 al que 
llamaremos dominio de operadores, una ley de composición externa a la iz- 
quierda, en E, es, como hemos visto en $ 2, una aplicación del conjunto pro- 
ducto 2 XE en E. La imagen del par (w,1) € X E se indica de ordinario 
por vxxo, en notación multiplicativa, wX. 

Los elementos u, ... de £ se llaman operadores; dado un elemento x de 
E, el conjunto 


X=(0x*x,0€2) 


es la trayectoria de x. La denotaremos también por 2 x x. 
A cada operador w € 2, asociemos la aplicación ¿ de E en si mismo, defi- 


nida por 

4) ea)=wx*x  (1€E). 

El operador w se dice inyectivo si la correspondiente aplicación p es in- 
yectiva, esto es, cuando 

1% e implica 0xXIAO* 
(o si vxx,=wxx, implica x, = x,); análogamente, w es suprayectivo si p es 
suprayectiva (o sobre), es decir, si 
WyeE, EXIJA tal que ox*r=y; 
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en fin, w es biyectivo si es a la vez inyectivo y suprayectivo, El dominio de 
operadores 2 se dice asimismo biyectivo cuando todo elemento w de 2 es 
biyectivo. 

Asociando a cada operador w la aplicación p de E en E definida en lo 
anterior, obtenemos una aplicación « de 2 en el conjunto A(E) de las apli- 
caciones de E en E; si £ es biyectivo, a es una aplicación de E perteneciente 
al conjunto 8 (E) de las biyecciones de E. Escribiremos 


p=a(w). 


Si la aplicación « es inyectiva, es decir, si dos operadores w, y ws distin- 
tos (en tanto que elementos de 2) originan aplicaciones q, y pa distintas, dire- 
mos que el dominio £ es reducido. 

Dos aplicaciones p, = alv,), pa = elw,) se componen según la fórmula 


(2) (92.0 91) (2) = palgr(a)] = 02 * (01 x 2) 


Un caso importante es aquel en el que el dominio de operadores £2 posee 
una ley de composición interna, que denotaremos », y la aplicación a de Q 
en A (E) es un homomorfismo relativo a las leyes - de 2 y o de A(E): 


(3) aw» 01) =a(w1) o a(ws) = pa10 pi, Y 01, 09€ 2. 


Ahora, a(w, » w,) es la aplicación ¿ asociada a w, » w,, definida, pues, por 
v(2)=(0-0m)*zxz  VxEE; 
por tanto, la condición (3), p = p, o p,, se escribe 
(0% + 01) « 7 = (920 qa) (2) 
es decir, teniendo en cuenta (2), 
(4) (02-01) x2=0w2* (012), VreE y Vo, 09 €2. 


Esta condición necesaria y suficiente para que « sea un homomorfismo 
de 2 en A(E), hace intervenir sólo los elementos de E y los de 2; se la de- 
signa por condición de asociatividad mixta. Si 2 es biyectivo, se tiene un 
homomorfismo de 2 en el grupo de las biyecciones S(E); si £ es reducido, 
2 es isomorfo a su imagen a(2). 

Cuando el dominio de operadoressee%2con la ley -, posee un elemento neu- 
tro e, diremos que « es operador unidad si la aplicación a(e) es la aplicación 
idéntica Ig de E sobre E, es decir, cuando 


(5) VxecE, esxc=z 
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Nota. — Si el dominio de operadores Q verifica la condición de asocia- 
tividad mixta (4), si admite un elemento neutro a la derecha e, y si contiene al 
menos un operador inyectivo w, e es operador-unidad. 

En efecto, con esas hipótesis tenemos, 


VIcE, oxzt=(w»e*z=wx* (5 * 2) 
de donde 
x=exx. 


Definición. —Si 2 es un grupo (para la operación +), y si la aplicación 
« es un homomorfismo de 2 en el grupo $ (E) de las biyecciones de E, se 
dice que el grupo £2 opera en el conjunto E. De hecho, no es necesario que 
el grupo se dé como un dominio de operadores. Cualquier grupo abstracto G 
que admita una imagen homomorfa en el grupo de las biyecciones de E es un 
grupo que opera en E. En efecto, si para cada elemento g de G' ponemos 


alg =y9ES(E) y grz=o(x) VzeE, 


se hace de g un operador biyectivo, « tiene la misma significación que en lo 
anterior y es, por hipótesis, un homomorfismo. 

Si 2 opera en E se cumple la condición (4) de asociatividad mixta, Ade- 
más, la imagen homomorfa a(2) tiene por elemento-unidad la imagen a(e) 
del elemento neutro e de 2 ; pero el elemento unidad del subgrupo a(2) de 
S(E)es necesariamente el de S(E), es decir, la aplicación idéntica le; por con- 
siguiente, e es operador-unidad [ condición (5)]. 

Recíprocamente, si para un dominio de operadores 2 que es un grupo, se 
cumplen las condiciones (4) y (5), 2 opera en E. 

En efecto, la condición de asociatividad mixta (4) implica que a(2) es 
imagen homomoría de £2 enA (E). Además, 2 es biyectivo: a(2) < S(E), 
pues la igualdad y = wx*x implica 


vola y=oT1* (0x1) =(0L1:-0) + 1=858%k1= 
luego «w es inyectivo, y puesto que también 


wx*(o-1*y)=ex* y=y, Les suprayectivo. 


Propiedades. — 1) Si un grupo G opera en un conjunto E y si G* es un 
subgrupo de G, también G” opera en E, puesto que a(G') subgrupo de a(G), es 
también un subgrupo del grupo $8 (E) de las biyecciones de E. 

2) Una parte A de E se dice invariante por G si se tiene v*kA =p(A) = A 
para toda biyección p= «(w) definida por cada operador «+ € G. Cuando así 
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sucede, la restricción pa de p a A es evidente una biyección de A sobre sí 
mismo, y G admite una imagen homomoría en el grupo de las biyecciones 
de A. Vemos, pues, que el grupo G opera también en toda parte A de E que 
sea invariante por G. 

3) Toda aplicación p de E en E puede ampliarse a una aplicación H de 
T (E) en T (E) definida por 


D(A) = (pla); a€ A). 


Si p es suprayectiva, también evidentemente lo es 9 (se tiene 9 (X) = M 
al tomar para X la imagen recíproca de M). Si y es inyectiva, también lo es 
Dw (pues D(A)= 9 (B) implica por ejemplo AS B: si en efecto a €A, 
p(a) € D (A) = 50(B), luego p(a) =p(b), donde b € B, de donde a=b€ B). 
Por consiguiente, si p es biyectiva D lo es también, y si un grupo G opera 
en E, entonces también opera en T (E). 

Finalmente, las tres propiedades precedentes implican que si un grupo G 
opera en un conjunto E, todo subgrupo G* de G opera en T (E) y, más gene- 
ralmente, en toda familia F de partesde E invariante por G'. Todo operador 
biyectivo w transforma una parte finita A de E en una parte p(4) que tiene 
el mismo número de elementos, por lo que.vemos que la familia F', de las 
partes finitas que tienen un número dado n de elementos es invariante para 
todo subgrupo G* de un grupo G que opere en E: (G” opera pues en esta fa- 
milia Fn , y también en la familia Fí de las partes de E que tienen a lo 
más n elementos. 

4) Dado un grupo G que opera en un conjunto E, el conjunto Ga de los 
elementos g de G que dejan fijo un elemento a de E, 


gra=a, 


es un subgrupo de G: gi € Ga (y g2 € Ga implican gig € Ga según (4), y si 
g£ € G, también g-1€ Gasegún (4) y (5). Este grupo Ga, se llama el estabili- 
zador del elemento a. 

Estudiemos la trayectoria Gra del elemento a por los diferentes operado- 
res del grupo G. La igualdad 


gxa=gxra 
equivale, según (4) y (5), a 
gs (gue a) = (gg) a=a, 
luego 


ga g1€Ga, es decir, g1 € 8Ga. 
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lo que expresa que gi está en la misma clase a la izquierda que g en la des- 
composición de G en clases a la izquierda relativas al subgrupo Ga. En con- 
clusión, podemos enunciar: 


Teorema 1.—Cuando un grupo G opera en un conjunto E, el conjunto 
de los elementos g de G para los que la imagen y(a) = gx*a es un mismo ele- 
mento del conjunto E es una clase a la izquierda de G relativa al estabiliza- 
dor Ga de a; por consecuencia, la trayectoria Gxa de un elemento a de E se 
corresponde biyectivamente al conjunto de las clases a la izquierda de G 
relativas al estabilizador Ga de a. E 


Corolario. — Cuando G es un grupo de orden finito, el número de ele- 
mentos de una trayectoria es divisor del orden del grupo G. 


Nota. — En el estudio anterior se puede sustituir el grupo G por su ima= 
gen homomoría TP” = a(G) en el grupo $ (E) de las biyecciones de E. Si Fa 
es el estabilizador de a en 7”, G, es su imagen reciproca « (Ta). La trayec- 
toria de a corresponde biyectivamente al conjunto de las clases a la izquierda 
de PT relativas a Pa. Se ve que si Pa tiene en TP un índice finito, también 
G, lo tiene en G, y estos dos índices son iguales, 


Ejemplo 1.— Hemos considerado ya los automorfismos internos de un 
grupo G: a cada elemento s de G se asocia el automorfismo y definido por 


o(x) = sr s—!, (1 € 6). 
Si escribimos 
$4 D= 56:31: =:0(1) 
hacemos de G un dominio de operadores £2 (= G) que opera en el conjunto 
E=6G, pues el conjunto E de los automorfismos internos es imagen homo- 
morfa de G en el grupo de biyecciones 8 (G) ($ 5, Teor. 10): 
a) =2=G]/Z, 

donde Z es el centro de G. 

Al operar sobre sí mismo por los automorfismos internos, G'—no es en 
general un dominio de operadores reducido: para que dos elementos si, Sa, 
den el mismo automorfismo interno o, es necesario y suficiente que pertenez- 
can a la misma clase de descomposición de G relativa a su centro. Así, G es 
un dominio de operadores reducido si y sólo si su centro Z se reduce al ele- 
mento unidad e. 

Advirtamos también que en el caso general, cada elemento z del centro Z 
es invariante para todo automorfismo interno: 


o(2) =s2s51=2551=z, 
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Ejemplo 2. — Tomemos como conjunto E un grupo G y como dominio de 
operadores £% el propio grupo G. El producto externo v*x, donde y =a € G, 
lo hacemos coincidir con el producto ordinario ax en el grupo G. La aplica- 
ción p de G en sí mismo asociada al operador w= a es la traslación a la iz- 
quierda ya: 

Ya(z) = ax 

ya es una biyección, puesto que en el grupo G vale la regla de simplifi- 
cación a la izquierda. En consecuencia, todo grupo G opera sobre sí mismo 
por las traslaciones a la izquierda (y análogamente por las traslaciones a la 
derecha). 

Además, las traslaciones ya, y» correspondientes a dos elementos a, b, 
distintos son distintas: este dominio de operadores es, pues, reducido, y el 
grupo JT de las traslaciones a la izquierda, subgrupo de $ (E), es isomorfo a E. 

Cuando G es finito, el resultado precedente se anuncia en una forma clásica: 


Teorema 2 (teorema de Cayley). — Todo grupo finito G de orden n es 
isomorfo a un subgrupo T' del grupo simétrico Sn. 

Otra propiedad importante del grupo de las traslaciones a la izquierda 
es que existe siempre una de ellas, ym, que transforma a un elemento dado 
a en otro elemento dado b (m = ba”!). Ésta es una distinción importante entre 
este grupo y el de los automorfismos internos, para el que todo elemento del 
centro es invariante. De este modo estamos llevados a importantes definicio- 
nes, que vamos a enunciar, para simplificar la escritura, en notación multi- 
plicativa (ga en vez de gx*a). 

Dado un grupo G que opera en un conjunto E, consideremos en E la re- 
lación binaria definida por 


aGh si existe geG  talque b=ga. 


La relación G es reflexiva (porque el elemento unidad e del grupo G es ope- 
rador unidad), es simétrica [pues b=ga implica a=ea=(g7'g)a=g-(ga)=g-61, 
es transitiva [pues si, además, c=g,b se tiene: c=g,(ga)=(2,8)4.]. 

Por tanto, G es una relación de equivalencia, a la que se llama equivalencia 
de transitividad. Las clases módulos G se llaman clases de transitividad; según 
las definiciones, cada clase de transitividad es la trayectoria de uno cualquiera de 
sus elementos. 

Si es la relación universal, es decir, si para cada par de elementos a, b de 
E, existe al menos un elemento g en el grupo G tal que b=ga, se dice que G opera 
transitivamente en E, y que el ente (E, G) es un espacio homogéneo. 

En caso contrario, G descompone a E en, por lo menos, dos clases de transi- 
tividad, A, B, ...; se dice entonces que G opera intransitivamente en el conjunto E. 

Cada clase de transitividad C es invariante por G, pues, para todo ope- 
rador g€ G, la relación c € C implica gc € C, de donde p(C) <C; y con- 
siderando la biyección inversa gp”! = a(g”!) tenemos análogamente p—(C) < C, 
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de donde, tomando las imágenes de los dos miembros, C < p(C), por lo que 
vale la igualdad. 

Finalmente, el grupo G opera en cada clase de transitividad C y es claro 
que opera transitivamente: luego, (C, G) es un espacio homogéneo. 

Reconsideremos los ejemplos anteriores. Si se hace operar en si mismo 
a un grupo G por las traslaciones a la izquierda (ejemplo 2), G opera tran- 
sitivamente y nos encontramos ante un espacio homogéneo (G, G). 

Por el contrario, cuando G opera en si mismo por los automorfismos in- 
ternos (ejemplo 1), cada elemento del centro, en particular el elemento neutro 
e, es invariante y constituye una clase de transitividad; en cuanto G tiene 
más de un elemento opera intransitivamente en si mismo, pero G opera tran- 
sitivamente en cada clase de transitividad: una tal clase X es el conjunto de los 
elementos sxs"(s € G) conjugados de un elemento dado x( € X). 

Vamos ahora a estudiar sucesivamente los espacios homogéneos y los 
conjuntos en los que opera (intransitivamente) un grupo G. 


Espacios homogéneos. —Sea (E, G) un espacio homogéneo (el grupo G 
opera transitivamente en el conjunto E). Designaremos por TP” la imagen ho- 
momorfa de G en el grupo S(E) de las biyecciones de G, y por y = alg) la bi- 
yección determinada por el elemento g del grupo G, Para un segundo espacio 
homogéneo (E, G”) adoptaremos las notaciones correspondientes: 7”, y” = a(g”, 
donde g' € CG”. 

El espacio homogéneo (E' G”) se dirá imagen homomorfa del espacio ho- 
mogéneo (E, G) si existen: 

1) Una suprayección y de E sobre E': E' = y(E); 

2) Un homomorfismo h de G sobre G': (' = h(G), tales que sea: 


(6) VgeG  noy=vyonm 


donde y = a(g), y = alg”), g' = h(g); esta condición se expresa diciendo que 
el diagrama 


es conmutativo, Si se vuelve a los elementos de E y de G la condición (6) toma 
la forma 


(6') VgeG” y V2EE, ng) =hg) n(2). 


Si, además, y es una biyección y h es un isomorfismo, se dice que los dos es- 
pacios homogéneos (E, G) y (E', G”) son isomorfos. 


u 
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Tomemos, en particular, E? = E y (/= T' = o(g): es (E, IT” ) imagen homo- 
morfa de (E, G), donde » es la aplicación idéntica lg de E sobre si mismo y el 
homomorfismo h no es otro que «. 

Según (6), las igualdades 


(7) yt = ní1 (x, z1 € E) 

(8) Mg) =2g) (8,81. €G) 
implican 

(9) ner 21) = h(ga) mízr) = Mg) n(2) = ng). 


Ahora, los dos elementos g, gi de G que verifican (8) pertenecen a la 
misma clase C de la descomposición del grupo G relativa al núcleo N del 
homomorfismo h; los elementos x, xi de E que verifiquen (7) pertenecen a la 
misma clase X de la descomposición del conjunto E respecto a la equivalen- 
cia de aplicación A de y. Según (9) es legítimo escribir 


CX= Y, 


donde Y = y”"*[(gx)] es la clase módulo A conjunto de los elementos y de 
E que tienen la misma imagen gx: yy = n(gx). 

La aplicación C => g'= h(g) (donde g € C) es un isomorfismo de G/N 
sobre G*, y la aplicación X>x"= n(x) (donde x € X) es una biyección de 
E/k sobre E” en que la imagen de CX es g'x”, y por tanto, el grupo cociente 
G/N opera sobre el espacio cociente E/ A de modo transitivo, y se tiene el 
isomorfismo de espacios homogéneos 


(E/A, G[N) = (£', G”). 


Esta proposición constituye el teorema de homomorfismo para los espacios 


homogéneos. 
Dados un espacio homogéneo (E, G) y dos elementos a, x de E, existe al 
menos un elemento g, del grupo G tal que 


(10) goa =x 
(puesto que G opera transitivamente en E) y, según el Teor. 1, el conjunto 
de los elementos g de G' que cumplen la condición (10) es una clase a la iz- 
quierda, X, de G respecto al estabilizador Ga de a: 
X = goGa 


y el conjunto Ca de clases a la izquierda de G respecto a Ga es la imagen 
de la trayectoria de a (es decir, aquí, del mismo E) por la biyección B que 
asocia X a x: 

(11) si x=g0,  P(2)=X= goGa. 
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Ahora, el grupo G, operando en sí mismo por las traslaciones a la iz- 
quierda, opera también en $ (G) y en toda parte de $ (G) que sea invariante 
por las traslaciones a la izquierda; éste es el caso para todo conjunto Cde 
clases a la izquierda C = gS relativas a un subgrupo cualquiera S (Yf € G, 
1C =(tg)S€C) y, además, G— opera transitivamente en (> (puesto que 
VC=gSEC, (81671)C = C;). En particular, G opera transitivamente en el 
conjunto Ca de las clases a la izquierda relativas al estabilizador Ga, lo 
que hace de (Ca, G) un espacio homogéneo. 

Establecido esto, la biyección B aplica Ca sobre E, y el automorfismo 
idéntico « aplica G sobre sí mismo; además, cualesquiera sean x € E y g € G, 
tendremos según (11), si x = ga, 


gu=ggoa luego  p(gx)= gg0Ga =gX = elg) Plz). 


La condición (6') queda, pues, satisfecha, luego los espacios homogéneos 
(Ca, G) y (E, G) son isomorfos. 

Como esta propiedad se verifica cualquiera sea el elemento a de E, re- 
sulta: si a y b son dos elementos cualesquiera de E, los espacios homogéneos 
(Ca, G) y (Co, G) son isomorfos. 


Caso particular. — De cuanto precede resulta que los conjuntos E y Ca 
(Cp, ...) que se corresponden biyectivamente, son finitos al mismo tiempo y 
tienen entonces el mismo número de elementos, igual al índice (común) de 
los estabilizadores Gu, Gb, ... de los diferentes elementos de E. En este caso 
escribiremos, indicando por ng el número de elementos de E: 


(12) ng = (Ga). 
Un caso más particular es aquel en que el grupo G es finito: entonces el 


subgrupo G, es necesariamente de índice finito y se tiene: 


(13) ne =4(6) = gy" 


Vemos, pues, que si un grupo G de orden finito opera transitivamente 
en un conjunto E, E tiene necesariamente un número finito de elementos y 
este número ng es divisor del orden del grupo G. 


Nota. —En las consideraciones precedentes se puede, desde luego, reem- 
plazar el grupo de operadores dado, G, por su imagen homomoría T' en el 
grupo $ (E) de las biyecciones de E y escribir, designando por Fa el estabi- 
lizador de aen TP : 


ng = (Pa) 
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o, si IT” es de orden finito, 
4 or) 
ne= ¡(12 = or 


Adviértase que 7” puede ser finito sin que lo sea G. 


Grupo intransitivo en un conjunto E. — Cuando un grupo G opera intran- 
sitivamente en un conjunto E (por lo que se dice, simplemente, grupo intransi- 
tivo en E) aparecen en este E distintas clases de transitividad Az (donde el 
conjunto de los subíndices lo designaremos por K) y otros tantos espacios 
homogéneos (As, G). 

Estudiemos el caso en que el conjunto E es finito y con n elementos, El 
conjunto K es finito, e indicando por vx el número de elementos de Ax tendre- 
mos, según (12), 


(14) n= ) =D 161 


REK ReK 


donde G; es el estabilizador en G de un elemento cualquiera a; de Ax e 
i(Gs) su índice en G. Si G es un grupo de orden finito, O(G) = N, todos los 
índices ¡(G;) son divisores (propios o impropios) del entero N. 

La igualdad (14), que llamaremos ecuación de las clases generalizadas, 
tiene importantes aplicaciones. 


Aplicación 1. — Consideremos un grupo finito G de orden N, O(G)=N, 
operando en sí mismo por los automorfismos internos. Cada elemento 2 del 
centro Z es una clase de transitividad, su estabilizador G, es el propio G y 
tiene por índice ¡(G,)= 1. Para otro elemento cualquiera a; el índice (Gr) 
es un divisor de N mayor que 1. Si ponemos O(Z) = £, la ecuación (14) toma 
la forma 


(14) N=t+ Eve (velW, va > 1) 
Esta ecuación, que se llama ecuación de las clases, implica numerosas 


consecuencias. Limitémonos a señalar la siguiente: Si el orden N del grupo G 
es una potencia de un número primo 


N=p: (p primo) 


los enteros vz que figuran tras el signo 2” son todos potencias de p de expo- 
nentes Ax positivos y la igualdad (14') se escribe 


p=i4 Ep*o (14>0) 


de donde: El orden del centro Z es divisible por p. 
Un grupo de orden ps“ (p primo) se llama p-primario; podemos enunciar: 
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Teorema 3.—El centro de un grupo p-primario no se reduce nunca 
elemento unidad. 


Corolario. — Un grupo p-primario G de orden p“, con « mayor que 1 y 
no abeliano 1) no es nunca simple. 

En efecto, el centro Z de G, subgrupo distinguido de G, es un subgrupo 
propio, según el teorema 3. 


Aplicación 2.— Consideremos otra vez un grupo finito G— de orden N, 
Sea p un factor primo de N y sea p" la más alta potencia de p que divide a N: 


N=mp" con (m, p) = 


Como hemos visto, G>— opera por las traslaciones a la izquierda, en la fa- 
milia F de las partes A, ... de G que tienen A elementos. 
Tomemos 
4 = ps, 1 <a <r. 
El conjunto F , que ahora designaremos por Fa, queda descompuesto 
en clases de transitividad Cx (k € K); sea Gh el estabilizador en G de una 
parte Ax €Cx : la ecuación de las clases (14) da 


(14) n=) (Gx) 
heK 


donde na es el número de elementos del conjunto considerado Fa y ¡(G1) es 
el índice de Gz en G, 
Ahora tenemos: 


po 1 2 pa—1 


ma = (7) (a) mp mp1 mp2 


= mpr ii: = mpr= y 


donde el entero y se expresa 


Ahora bien, puesto que tenemos « <r y s <p“—1, la mayor potencia de 
p que puede dividir a s es menor que p”; cada uno de los factores del segundo 


1) Sí G es abeliano el corolario también es válido y significa qué G, de orden p ,a>1, 
tiene un subgrupo propio. Esto se ve notando (ver Cap. “III, $ 3) que, si G no es cíclico, un 
elemento az£e engendra un subgrupo propio mientras que, si G es cíclico, G=(4), a engendra 
Un subgrupo propio. 
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miembro es, pues, de la forma 


—=1+ $ con r>0 y (s,p=1 


Dicho esto, si p es distinto de 2, luego impar, pr—1 es par y, puesto que 
el producto de los s' es primo con p, el entero v es de la forma 


v=1+hp — (h entero). 


Para p=2 tenemos: v= —1 + hp, pero, reemplazando h por h + 1, también 
podemos escribir y en la forma precedente. Finalmente, en todo caso tenemos: 


(15) Na = mp" + (1 + hp) (A entero). 


De esta expresión de los Cx resulta que existe al menos una clase de 
transitividad Ck tal que el índice ¡(G;) correspondiente sea divisible por una 
potencia de p al menos igual a p'=“, lo que implica 


0(Gx) > po. 

Pero G es el estabilizador de una parte Az €Cx que tiene p* elementos: 
esta parte es invariante para todo elemento g de G; (gAx = Az, V g € Gi); tene- 
mos, pues, 

gaEAr Vg€Gr y Vac Ar 
de donde 
Gra S Ax 
y por consiguiente Az contiene la trayectoria, por Gj, de uno de sus elemen- 
tos. Según la regla de simplificación, el número de elementos de esta trayec- 
toria es el orden de Gx: tenemos entonces, puesto que Az tiene p“ elementos, 


0(G;)<p*, 
de donde la igualdad. De este modo, 
Gi es un subgrupo de G de orden pr; 
en consecuencia, resulta que Az es la trayectoria por Gí de uno cualquiera de 
sus elementos: 
Ar= Gra (VaE Ax). 

Pero la clase de transitividad considerada Cx , al contener a Ax, con= 

tiene todo complejo gAx deducido de Az por una traslación a la izquierda, en 


particular Cx contiene a 
a—1 Ap =a-1 Gra = Ha 


que es, como Gz, un subgrupo de orden p“. Además, todo complejo X €Cz 
se deduce de H, por una traslación a la izquierda, luego es una clase a la iz- 
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quierda relativa a Ha. Resulta que toda clase Cx del tipo considerado [i(G;) 
divisible a lo más por p'-“] contiene un subgrupo de orden p“ y uno solo, 
Recíprocamente, está claro que para todo subgrupo de orden p*, el con- 
junto de clases a la izquierda es una clase de transitividad Cx* de este tipo. 
Luego, si sa es el número de subgrupos de orden p“, la ecuación de las 
clases (14'”) se escribe, teniendo en cuenta (15): 


Na = mp" (1 + hp) = sampr== 4 tprostl, 


de donde 
m(l — sa) = (t— mh)p 


y. puesto que p es primo con m: 


Sa (o) 


Con esto hemos obtenido el 

Teorema 4 (primer teorema de Sylow). — Un grupo G cuyo orden es di- 
visible precisamente por p", admite, para todo entero « comprendido entre 1 
y r, subgrupos de orden p". El número de estos subgrupos es congruente con 
1 módulo p. 1) 

Si hacemos a«= 1 vemos, en particular, que el grupo G contiene elemen- 
tos de orden p (Cauchy). 

Si hacemos a = r obtenemos los llamados p-subgrupos de Sylow, que son 
aquellos cuyo orden es igual a la más alta potencia de p que divide al or- 
den de G. 

Sea S un p-subgrupo de Sylow de G. Las clases a la izquierda de G re- 
lativas a S tienen p'-elementos; su conjunto F , que tiene m elementos, es 
una parte de $ (G) invariante para todo subgrupo G” de G operando por las 
traslaciones a la izquierda. 

Tomemos para CG” un subgrupo H de orden pr (1 <a <r). Puesto que el 
número m de elementos de F es primo con p, al menos una clase de transi- 
tividad D tiene un número de elementos no múltiplo de p, Ahora, este núme- 
ro es el índice ¡(D) del estabilizador, en H, de un complejo B €D (< SF): 
¿(D) es divisor de O(H) = ps, lo que exige 


(D)=1. 


La clase B= bS, elemento único de su clase de transitividad D, es, pues, in- 
variante por H (operando por las traslaciones a la izquierda), 


HbS=b8S, 
de donde 
HbSb—1 = bSb—1 
y 
H< bSb 


1) Decimos que Y es divisible precisamente por p”, cuando N es múltiplo de pr y no lo es 
de pr+ (p, primo). (Y. del 7.) 
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puesto que bSb”! es, como S, un subgrupo e incluso un p-subgrupo de Sylow. 
Para «=r los dos subgrupos H y bSb”!, del mismo orden, coinciden ne- 
cesariamente. Con esto obtenemos el 


Teorema 5 (segundo teorema de Sylow).— En un grupo G cuyo orden 
es divisible precisamente por p", todo subgrupo de orden p* está contenido en 
un p-subgrupo de Sylow; todos los p-subgrupos de Sylow son conjugados de 
uno de ellos (es decir, son sus transformados por los automorfismos internos). 


$ 7. Leyes de composición externa. Grupos con operadores 


Al principio del $ 6 hemos considerado un conjunto E provisto de un do- 
minio de operadores 2 , con la ley externa x*, y hemos estudiado el caso en 
que 2 tenía una ley de composición interna, denotada », y poseía un even- 
tual elemento neutro e relativo a esa ley. En el caso en que 2 sea un grupo 
para la ley» , hemos visto la importancia de las dos reglas de cálculo: 


(1) (02-01) x 1= we * (w1 * x) (asociatividad mixta). 
(2) exx=xVWxreE (e operador unidad). 


Nos quedan por considerar otras reglas de cálculo, importantes de por 
sí, que nos llevan a la noción de grupo con operadores (y a las nociones más 
particulares de módulo y de espacio vectorial, que estudiamos en el Capítu- 
lo VIII). Supondremos desde ahora el conjunto E provisto de una ley interna 
de composición que denotamos con T en el caso general, 

A cada elemento w de 2 asociamos otra vez la aplicación p = a(w) de E 
en E definida por 

p1)=wx* 2. 


Un caso notable es, evidentemente, aquel en el que todas estas aplicacio- 
nes p sean endomorfismos de E (para la ley T ), es decir: 


(3) ox TY =w(2) T AY) , Vue y Vayel. 
Si volvemos a los operadores, esta condición se escribe: 
(3) ox(zTyY=[(0x2)T(0x*xy)Voe2l y Vz,yez. 


Bajo esta forma, ello significa que la ley externaxes distributiva a la izquier- 
da para la ley interna T del conjunto E. Ésta se llama condición de distribu- 
tividad a la izquierda (análogamente interviene la distributividad a la derecha, 
si se trata de una ley externa a la derecha). 

Cuando esta condición se verifica, se dice que el dominio 2 de operado- 
res (a la izquierda) es distribu ¡vo (a la izquierda). Para más comodidad, vamos 
a designar un dominio tal por 4 , y sus elementos por A, y, ... 
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Notaciones particulares. — Frecuentemente la ley externa se denota mul- 
tiplicativamente. Si la ley interna está denotada aditivamente, la condición (3') 
se escribe: 


(87) M+y)=4i0+4Yyy Vies y WzyeZ£. 
y, si la ley interna de E se denota multiplicativamente: 
(3) May) = (42) (iy) Vies y Vx, y€E. 


Naturalmente, si el dominio de operadores 4 (= 2) tiene él mismo una 
ley de composición interna-, la distributividad a la izquierda de la ley externa * 
respecto a la ley interna T de E puede coexistir con la asociatividad mixta 
(1). Otro caso notable es aquel en que 4 tiene una ley interna distributiva a 
la derecha para la ley externa *, es decir, designando aquí esta ley interna 
de 4 por: 


(4) (1114r*z2=(1x2)T (uz) , Vinesd y Wet. 


Esta regla de cálculo se llama distributividad mixta a la derecha de la 
ley externa respecto a la ley interna L de 4; la palabra mixta recuerda que 
en el segundo miembro los dos productos externos A*x y pw«Fx se componen 
por la ley interna T de E. No debe perderse esto de vista cuando se utilizan 
notaciones particulares, por ejemplo la notación multiplicativa para la ley ex- 
terna y la notación aditiva para ambas leyes internas, de 4 y de E. La fórmu- 
la (4) toma entonces el aspecto familiar 


(4) (AU+ar=4+uwx , Vined y Vez. 


pero el signo + del primer miembro indica la adición en 4 , mientras que el + 
del segundo indica la adición en E. 

Advirtamos todavía, a propósito de la fórmula (4), que si y=k(A), 
v= alu) x= «e(A+u) son las aplicaciones (de E en E) definidas por los ope- 
radores A, q, A+p, y Si T designa la ley interna deducida de T por paso a 
las aplicaciones o a las funciones (Cap. 1, $ 4, 1.9), la condición (4) se escribe 


42) = pla) T v(2) =(pT y)(2) , Vref£, 
luego 
1=p9Ty 
o, finalmente, 
a(A 1 1) = (2) T a(n). 


Por consiguiente, la familia SD de las aplicaciones a(A), A € 4 , es esta- 
ble para la ley T y « es un homomorfismo-que aplica 4 , con ley de composi- 
ción 1 , sobre 9 , con la ley T. 

Examinemos algunos casos particulares y algunos ejemplos. 

o Dusan 
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Definición. — Un grupo G al que se asigna un dominio de operadores 4 
distributivo respecto a la ley interna de G, se llama grupo con operadores. Se 
dice entonces, de modo abreviado y cómodo, que G es un A -grupo. Insista- 
mos en que estas expresiones implican la validez de las fórmulas distributivas 
(3), (3), (37) y (3'”), según las notaciones utilizadas. 


Ejemplo 1a.— A un grupo G cualquiera asociemos, como único operador, 
la aplicación idéntica e de G' sobre sí mismo: 
2) exr=e0)=x  VIeG. 


Asignándole este dominio 4 = (e) (en el cual ?=+*0e=+*), G es un grupo 
con operadores, en el que la distributividad a la izquierda (3) o (3”) se satis- 
face evidentemente. Además, con (2) tenemos la asociatividad mixta (1). 


Ejemplo 1b.— Un grupo G cualquiera opera en si mismo por los auto- 
morfismos internos 


su. sis 


cumpliéndose las condiciones (1) y (2) (8 6). Como los automorfismos internos 
son endomorfismos particulares [cfr. $ 5; s*(xy)=Sxys"l=Sxs"!.sys=l = 
(s*x)(s*y)], se verifica la condición (3). 


Ejemplo 1 c.-- Reduciendo el anterior dominio de operadores 4 =G, nos 
vemos conducidos a asignar a G—un dominio de operadores 7 constituido 
por los automorfismos internos (T = G/Z). Las condiciones (1), (2) y (3) siguen 
cumpliéndose, 


Ejemplo 1d — Más generalmente, se hace de un grupo cualquiera un grupo 
con operadores asignándole un dominio distributivo A que sea una familia 
cualquiera de endomorfismos de G. Son particularmente importantes, con el 
grupo £' de los automorfismos internos, el semigrupo 4, de todos los endo- 
morfismos de G y el grupo 42 de todos los automorfismos de G. 


Ejemplo 2.— Consideremos un grupo abeliano G con notación aditiva; 
recordemos que, para todo entero A =0, Ax designa el elemento neutro 0 de G 
si A=0, la suma de A elementos iguales a x si A>0, la suma de A ele- 
mentos iguales a —x si A<0 (cfr. Cap. Il, $ 2). Tenemos así una ley de com- 
posición externa que aplica el producto Zx G en G y que cumple las condi- 
ciones (1) (para la multiplicación en Z), (2), (3”) y (4”). 

Veremos en el Capitulo VIII que estas condiciones se expresan con decir que 
todo grupo abeliano G es un Z-módulo unitario. Por ejemplo, Z considerado 
como grupo aditivo, es él mismo un Z-módulo unitario. El subconjunto M de 
los múltiplos de un entero fijo m (3 0), subgrupo aditivo de Z, es él mismo un 
Z-módulo unitario.El conjunto V de los vectores libres de coordenadas rales 
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en el espacio de tres dimensiones, R3, considerado como grupo abeliano res- 
pecto a la adición geométrica, es un R-módulo unitario. En este último caso, 
la propiedad suplementaria de que la división por todo número distinto de O 
resulta posible, implica nuevas propiedades, que expresaremos diciendo que V 
es un espacio vectorial sobre R. 

Terminaremos por una propiedad con frecuencia útil. Dados un conjunto 
E con un dominio de operadores 2 y la ley externa correspondiente que de- 
notaremos multiplicativamente, una relación de equivalencia R definida en E 
se llama 2Q-equivalencia (o bien se dice que es licita, o compatible, para la 
ley externa) si 


a=b(R) implica va = wb(R) VoE2. 


El interés de esta propiedad estriba en que permite definir el producto 
vA, donde A es una clase módulo KR, como la clase P que contiene uno cual- 
quiera de los productos wa, donde a es un elemento de E perteneciente a la 
clase A (esta clase P es efectivamente independiente de la elección de a en 
A). Entonces 2 es también un dominio de operadores para el conjunto co- 
ciente E/R. Establecido esto, tenemos las siguientes propiedades. 

Supongamos primero el conjunto E provisto de una ley de composición 
interna, que denotaremos multiplicativamente, y R compatible con esa ley: 
esto permite definir del modo usual una multiplicación en E/R . Si la condi- 
ción distributiva (3'") se cumple en E, también se cumple en E/R, En efec- 
to, dadas dos clases cualesquiera X, Y, y dos elementos, x de Xe y de Y, la 
clase «(XY) es la que contiene al elemento w(xy) = w(x)u(y), la cual pertenece 
a la clase (uX)(wY); resulta por tanto 


o(XY) =(X) (uY). 


Asimismo resulta que dado un grupo con operadores G (provisto de un 
dominio distributivo 4) el grupo cociente G/R., donde R es una 4 -equiva- 
lencia compatible, es también un 4 -grupo. 

De modo análogo, consideremos de nuevo un conjunto E cualquiera y su= 
pongamos el dominio de operadores 2 provisto de una ley interna denotada 
multiplicativamente. Si Res una 2 -equivalencia, y si la condición de asocia- 
tividad mixta (1) se cumple en E, también se cumple en E/R. En efecto, si 
es x € X, entonces (w1w,)X es la clase que contiene al elemento (o10,)Xx = o1(02X); 
ahora, v,x está en la clase wX y o(ux) en la clase «(u,X); tenemos, pues, 


(0103) X = ox(w2 X). 
Si, además, 2 admite un elemento neutro e, operador-unidad para E, es 
claro que también « es operador unidad para E/R. 
Asimismo resulta que si un grupo 2 opera en E, opera también en el 
conjunto cociente E/R, cuando R es una 2 -equivalencia. 


CAPITULO lll 


GENERACIÓN DE GRUPOS 


$ |. Sistemas de generadores; conmutadores. Unión completa 


Consideremos un grupo G y la familia de Moore $ constituida por los 
subgrupos de G (cap. Il, $ 4); a $ corresponde una clausura de Moore, 


M=>M 


que a una parte no vacía M de G asocia la intersección M de todos los sub 
grupos que contienen a M; M es un subgrupo (M € 8), y precisamente el meno. 
subgrupo de G que contiene a M (cap. 1, $ 4, 5.”): se dice entonces que Mese 
subgrupo engendrado por M y también que M es un sistema de generadore: 
para M. 

Cualquier subgrupo H que contenga a M, en particular M, contiene tam- 
bién a todo producto cuyos factores, en número finito, sean elementos de M 
o inversos de elementos de M. Sea Mel conjunto de tales productos: Tendre- 
mos M < M. Pero M es un subgrupo de G, pues si p, p, son dos productos 
formados con los elementos de M o de M—, ppz* es también un producto de 
ese tipo; por otra parte Mí contiene a M (pues m € M, implica m= mmm € M): 
es decir, M < M. En consecuencia M = M.Enunciemos: 


Teorema 1. — El subgrupo M engendrado por una parte no vacia M de un 
grupo G es el conjunto de los productos con un número finito de factores que 
son elementos de M o inversos de elementos de M. 


De este modo, cualquier elemento x de 'M, tiene al menos una representa- 
ción de la forma 


z = Mi ... Mi, donde mi, € M, a, EZ. 


Un mismo grupo admite generalmente sistemas diferentes de generadores. 
Por ejemplo, si el grupo G no se reduce a su elemento unidad e, G+1e) admite 
como sistema de generadores G y G — (fe). El grupo aditivo Z de los enteros 
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de cualquier signo admite como sistema de generadores[ 1 ).(—1 )(n, n + 1) 
Via, Edd Li cios Mi 00 de 

Llamamos sistema irreducible o sistema minimal de generadores de un gru- 
po G un sistema de generadores M tal que ninguna parte propia M” de M sea 
un sistema de generadores de G; tal sistema irreducible está, pues, caracteri- 
zado asi: 
M=G y M'CM (estrictamente) implican M'C M = G (estrictamente). 

Por ejemplo, para el grupo aditivo Z, los sistemas de generadores (1 d 
(—1) fn, n + 1)para né £—2, —1,0,1 J son irreducibles; el sistema 
[n,n +1) para n€ f—2,—1,0,1 ) no es irreducible; el sistema N tam- 
poco lo es. 

Veamos otro ejemplo importante de subgrupo definido por un sistema de 
generadores. El conmutador de dos elementos x, y de un grupo G es, por defi- 
nición, el elemento 


ayr—ly, 


Se llama grupo conmutador (o grupo derivado o primer derivado) de G 
el subgrupo C engendrado por el conjunto de los conmutadores. El inverso 
del conmutador aya—y—! es yxy ix, es decir un conmutador, de modo que 
C sea simplemente el conjunto de todos los productos de un número finito de 
conmutadores, 

Para que G sea abeliano, es necesario y suficiente que se tenga C = (€). 

Teorema 2. — Cualquier subgrupo H que contenga al grupo conmutador C 
(como, en particular, el propio C), es subgrupo distinguido de G. 

Sea he H, x€G, tenemos 

ahx—1 = xhx— hh € H 
puesto que zhx—1h-16 C < H. 

Teorema 3. — Para que el grupo cociente G/H de G por un subgrupo dis- 
tinguido H sea abeliano, es necesario y suficiente que H contenga el grupo 
conmutador C. 

Sean X= xH, Y = yH dos clases cualesquiera relativas a H, que contienen 
respectivamente los elementos x, y de G. La clase XYX-"Y—1 es la que con- 
tiene el elemento xyx—y=", Para que coincida con la clase H, elemento unidad 
de G/H, es necesario y suficiente que el conmutador xyx-*y=* pertenezca a H. 
Luego, para que G/H sea abeliano, es necesario y suficiente que el subgrupo H 
de G contenga al conjunto de conmutadores, y por consiguiente al grupo C 
engendrado por este conjunto. 

En particular, el grupo cociente G/C es abeliano, El paso de G a su imagen 
homomorfa abeliana G/C se llama la abelización de G. 

Consideremos ahora una familia F (finita o infinita) de subgrupos de un 
grupo G,F < S(S designa siempre la familia de Moore de todos los sub- 
grupos de G). A esta familia F está asociada en principio la intersección con- 
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juntista de subgrupos que pertenecen a $ : esta intersección I = [ ] S es el 

Ser 
mayor subgrupo contenido en todos y cada uno de los subgrupos S € F. 
Existe igualmente un subgrupo mínimo de G que contiene a todo subgrupo 
SEF es evidentemente el subgrupo C engendrado por la unión conjuntista 
R =l Js de los subgrupos que pertenecen a F: 


SEF 
5 c=ñR=UJs. 
seF 

El grupo C así definido, se llama unión completa de los subgrupos S:; 
también se dice que es el supremo de F en la familia S de los subgrupos de G 

El teorema 1 nos da otra definición. Puesto que R es una unión de subgru- 
pos, el inverso de cualquier elemento de R es un elemento de R; en consecuen- 
cia la unión completa C es el conjunto de los productos c de un número finito 
variable, k, de factores tomados en R, es decir en los grupos S; que pertenecen 
a la familia F : 


C=8S..SkbL SES, SEF 


(los Si no son necesariamente distintos). En general, la unión completa R es 
distinta de la unión conjuntista R de los subgrupos de F. Un caso importante 
en que R=R es el caso en que F es una cadena, es decir, cuando entre dos 
subgrupos cualesqunera de F uno contiene al otro. En este caso R es un sub= 
grupo, ya que ri y 12 € R significa ri € Si, Sí; EF (i= 1,2); luego, si S es aquel 
subgrupo $; o S2 que contiene al otro, r, y rz € S, luego ri rz € S < R, luego 
R es un subgrupo, lo que evidentemente implica R =R, 


Si los subgrupos S de la familia F son permutables dos a dos 
ss =SS VS,S'EF, 


en particular si F es una familia de subgrupos distinguidos como sucede siem- 
pre que G sea un grupo abeliano, se puede escribir cada elemento c de C de 
manera que contenga a lo más un factor que pertenece a cada grupo S de la 
familia F. C toma entonces el nombre de producto de los grupos de esta fa= 
milia, si G está escrito multiplicativamente, o de suma de los grupos de esta 
familia, si G está escrito aditivamente. Es claro que si la familia F es finita, 
ese producto coincide con el producto en el conjunto de las partes S(G), en 
el sentido ya definido (cap. I, $ 4). 

El producto C de una familia F de subgrupos distinguidos de un grupo G 
es un subgrupo distinguido. Sea en efecto 


€ = $182 ... Sk, si € Ss, SEF 


un elemento de C; para todo elemento x de G, tenemos 
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Señalemos en fin que, en un grupo abeliano G con notación aditiva, por 
ejemplo, el subgrupo engendrado por un conjunto finito M= [Max ,..., Mr y 
es la suma de los r subgrupos engendrados por cada uno de los elementos mi. 


$ 2. Grupo simétrico 


Nos proponemos estudiar el grupo simétrico S,, es decir el grupo de las 
permutaciones del conjunto En = [1,2,...., R ); mostremos al principio expli- 
citamente algunos sistemas notables de generadores de ese grupo. 

Para simplificar la escritura, indicaremos la composición de las permuta- 
ciones, con notación multiplicativa en vez de usar simbolo o. 

Se llama trasposición, en Sn, a una permuta ción que cambie sólo dos ele- 
mentos; 


De Mi 
Ty = 


e A PE 


cualquier trasposición ry (= 741),es un elemento involutivo: 
a 
Ty =€ 


y engendra un subgrupo de orden 2. El número de trasposiciones es el de pares 
(i,j) no ordenados, es decir, sin hacer distinción entre el par (i,j) y el par 
(j, i), número igual a ¿n(n—1). Esto se ve también observando que obtenemos 
todas las trasposiciones permutando cada uno de los elementos 1, 2, ..., n con 
cada uno de los que le siguen (en el orden natural); el número de trasposicio- 
nes es por consiguiente 


n—i+n—2 4... +1 =¿n(n— 1). 


Teorema 1. — El conjunto de trasposiciones es un sistema de generadores 
para el grupo simétrico Sn. 

El teorema es evidente para n= 2; razonemos por recurrencia para N. 
Sea a una permutación de Sn. 

Si a(n)=n, la restricción de a al conjunto En =(1,2,...,n—1j es 
una permutación a' € Sn, que es el producto z' de trasposiciones 7” € Sn=+ 


Pero poniendo 
ES r(x) =7(2) para 26€ Er 


T(n) =n 
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queda definida una trasposición r € 8s, para cada una de las trasposiciones 
T ESn1, Y a es igual al producto de esas trasposiciones 7 (ya que a y z 
dejan fijo el elemento n y tienen la misma restricción, a? =" a En). 

Si a(n) =n'< n, la permutación Tan'a = B deja a n invariante, luego 
(primer caso) es un producto de trasposiciones, y entonces sucede lo mismo 
con 4 =Tan'B. 

El conjunto de las ¿n(n—1) trasposiciones posibles constituyen, pues, un 
sistema de generadores para Sn. Ese sistema, para n > 2, no es irreducible, 
como demuestra la proposición siguiente: 


Teorema 2.—Las n— 1 trasposiciones (1,2), (2,3), ..., (R— 1, n) consti- 
tuyen, para S,, un sistema de generadores irreducible 2, 

Para trasponer ¿ y j (con ¿< j por ejemplo), se puede cambiar sucesiva- 
mente ¿ con ¿+1, ¿+1 con ¿+2, ..., j—1 con j, j-1 con j¡—-2, ..., ¿+1 con id; 
tendremos la igualdad: 


G)=Gi+DG(—2 =D 01D (+1 14D (441) 


El segundo miembro es el producto de 2(¡—i¿)—1 trasposiciones del sis- 
tema Z mientras (i, j) es una trasposición cualquiera, Luego por el teorema 1, 
Z es un sistema de generadores. 

Este sistema es irreducible, pues si se quita de Z la trasposición (i,i+ 1) 
se obtiene un sistema 2” que engendra un subgrupo H cuyas permutaciones 
cambian entre sí los elementos 1,...,¿ y también entre si los elementos 
i4+1,...,n: H es, pues, un subgrupo propio de $n. 


Corolario. — El grupo simétrico Sn se engendra por la trasposición: 
Tr = (1,2) 
y la permutación circular 


y =(1,2, 


Tenemos, en efecto, 


e 2 .n—k n—k+1f.n 
y= 
k+1 k+2.. n 1 wei Re 


yry A = (+1, k +2) 
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Así, pues, las n— 1 trasposiciones del sistema Z pertenecen al subgrupo K 
engendrado por 7 y 7; según el teorema 2, resulta K = 8n. 


Observación. — Para n>2, 7 y y son distintos y forman un sistema irre- 
ducible de dos generadores, Vemos asi que los diferentes sistemas irreducibles 
de generadores de un mismo grupo no tienen necesariamente el mismo número 
de elementos. 

Señalemos también que la representación de una permutación como pro- 
ducto de trasposiciones (cualesquiera, o tomadas en el sistema 2), no es única, 
y asi por ejemplo, suponiendo n> 4, 


(1, 2) = (3, 4) (1, 2) (3, 4) 


Pero vamos a ver que todas esas representaciones de una permutación dada, 
tienen de común una propiedad interesante: la paridad del número de trasposi- 
ciones; ya hemos constatado antes, en este orden de ideas, que la trasposición 
(i,j) es el producto de un número impar, 2(¡—i)— 1, de trasposiciones de Z. 

Atribuyamos a una permutación a el número v, de las inversiones de esta 
permutación, es decir, el número de pares (no ordenados) (i, j) tales que sea 


ali) 


ij 


consideremos luego la paridad de ese número, y finalmente, el número 
a=—1i=:11, 


llamado signatura de a. 

Diremos que la permutación a es par o impar según que sea par o impar el 
número v, de sus inversiones, o, en forma equivalente, según que su signatura 
€, sea +16—1, 

Puesto que a es una aplicación biyectiva del conjunto 4 1, 2, 
sí mismo, el producto 


yn h sobre 


MIE=> 


ii 


extendido a los 4n(n — 1) pares no ordenados (i, j) es igual a + 10a—1l, y 
su signo es precisamente (— 1)2, luego 
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P, es independiente del orden en el que escribimos los pares (i, j) y en 
consecuencia tenemos, designando por y una permutación cualquiera: 


afo(i)] — alo (5 ao(i) — ao(j) 
IAEA: ao) — nl o(i) — o(j) 


donde el producto se extiende siempre a los 4 n(n — 1) pares (i, j). 
De esta fórmula se deduce 


ac(i) — ao(;) o(i) — a(j) ao(i) — ao() a 
al ie 


Teorema 3.— La signatura de un producto de permutaciones es el producto 
de las signaturas. 

El producto de dos permutaciones pares o de dos permutaciones impares 
es una permutación par; el producto de una permutación par por una impar es 
una permutación impar. 

La permutación idéntica es par; en el conjunto E =4 1, 2, ..., n | ordenado 
por orden natural, una trasposición (i, ¿+ 1) que cambie dos elementos conse- 
cutivos tiene evidentemente una sola inversión, luego es impar. Por consiguien- 
te, cualquier trasposición es impar y según el teorema 2, una permutación par 
es siempre el producto de un número par de trasposiciones, como una permu- 
tación impar es producto de un número impar de trasposiciones: está, pues, bien 
determinada la paridad del número de factores en la expresión de una permu- 
tación como producto de trasposiciones. 

Volvamos al teorema 3: significa que la aplicación 


a—>€, 
del grupo simétrico $ sobre el grupo multiplicativo = (+1,—1)= (1) 
grupo cíclico de orden 2, es un komomorfismo h. El leo de ese homomor- 
fismo es el conjunto Aa de las permutaciones pares: este conjunto es, pues, un 
subgrupo distinguido de Sa, llamado grupo alternado. Su orden es 4n! 

Determinemos el centro Z del grupo simétrico $n. Para n= 2, 8$n es de 
orden 2, luego es ciclico y abeliano: $2 coincide con su centro. 


Teorema 4. — Para n>2, el centro de $n se reduce a la permutación idéntica, 
Sea £ una permutación del centro de Sa;tendremos la igualdad: 


ES 


(por lo demás, si esa igualdad es válida para las n— 1 trasposiciones del sis- 
tema de generadores 2, £ pertenecerá al centro). Designemos por a el primer 
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miembro, por B el segundo; para todo índice x Xi, j, tenemos ax = £x, y en 
consecuencia la igualdad (1) exige Bx = Lx, de suerte que la trasposición (i, j) 
debe dejar ¿x invariante, lo que exige que £x % i, j. Así £ debe aplicar el com- 
plementario del conjunto 4 ¿,j | sobre sí mismo, luego puesto que £ es una 
aplicación biyectiva, £ aplica 4 ¿,j | sobre sí mismo. 

Para n > 2, consideremos un índice k4 ¿;[ debe también aplicar 4 ¿,k) 
sobre si mismo, lo que exige que ¿(i)= ¿(i= 1,2,...,n). 


Observación. — Volvamos al homomorfismo 


8, = Ca =(+1,—1) 


cuyo núcleo es el grupo alternado An. Para n >2, el centro Z de Sn, Z = (6), 
tiene como imagen (1), mientras que el centro de C, es el mismo C,: así, en un 
homorfismo, la imagen del centro está contenida en el centro de la imagen y 
la inclusión, en general, es estricta. 


En el estudio del grupo simétrico Sn, es a menudo útil, una descomposición 
factorial menos fina que los productos de trasposiciones, y con este fin intro- 
ducimos el concepto de ciclo, 


Definición. — Se llama ciclo de longitud k una permutación que sustituye 
circularmente a k elementos del conjunto £, =4 1, 2, ..., n | y deja invariantes 
a los otros n— 


se escribe más simplemente así: 


y = (41, 02, ..., Ax) 


Un ciclo de longitud k engendra un subgrupo cíclico de orden k; es, pues, 
una permutación de orden k, igual al producto de k—1 trasposiciones: 
y = (01, a2) ... (Ara, €x); su signatura es (— 14 


Cualquier permutación a del grupo simétrico puede expresarse como un 
producto de ciclos disjuntos. Para obtener esta factorización cabe utilizar las 
nociones siguientes: 

Indicamos por (a) el grupo cíclico engendrado por a. Llamaremos equiva- 
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lencia y clases de transitividad según a a la equivalencia B y clases de transi- 
tividad A, B,... según (a). Entonces: 


a 


'" 


a(6) significa 3A tal que  aXa)= a), 


luego, cada clase de transitividad A es el conjunto de transformados de un 
elemento a, de A por las potencias sucesivas de a. Pongamos: 


a(a1) = 4,  a(a) = 43) co... 
El número k de los elementos distintos así obtenidos definido por 

a(arx—1) = ax, a(ax) = a 
es el número de elementos de A, u orden de A, y la restricción de a a A es el 
ciclo ya = (41, 4, ..., Ax), trayectoria de a, Tenemos, por otra parte, k= 1 
si a deja a a, invariante, y sólo en ese caso. 

Así la restricción de una permutación a a una cualquiera de sus clases de 
transitividad, A, de orden k es un ciclo Ya de orden k. Como las clases de tran= 
sitividad de E, son dos a dos disjuntas, dos cualesquiera de los ciclos Ya, Y 
así obtenidos son permutables, yay» = yaya, y su producto es la restricción 


de a a la reunión A U B. En fin, la permutación a es el producto de los ciclos 
YAr YB, ===» YE correspondientes a sus diferentes clases de transitividad: 


(No se suele hacer figurar en el segundo miembro los ciclos de orden 1, iguales 
a la identidad.) 


Ejemplo. — La permutación 
123456789 
a= 
852716934 
admite la descomposición 


a = (1, 8, 3, 2, 5) (4, 7, 9) (6) 


Un ciclo de orden k tiene por signatura (— 1)*—=1, luego la permutación a tiene 
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por signatura €, = (— 1)24=D ; llamando r el número total de ciclos (com- 
prendidos los de orden 1), resulta, puesto que Ek= nm: 


$ =(=1> 
podemos pues, enunciar: 


Teorema 5. —Si una' permutación a de Sn es el producto de r ciclos dis- 
juntos, para cualquier representación de a en producto de trasposiciones, el 
número de trasposiciones tiene la paridad de n—r. 


$ 3. Grupos monógenos. Grupos cíclicos 


En un grupo G cualquiera, el conjunto 4 a | formado por un solo elemen- 
to a, es evidentemente, un sistema de generadores irreducible para el subgrupo 
H = (4) que él engendra. Ese subgrupo H, se llama subgrupo monógeno en- 
gendrado por a; se le designa por (a). Es un subgrupo abeliano de G pues- 
to que 


aa = e = a, 
El elemento a y su inverso engendran el mismo subgrupo monógeno. 
Un grupo que coincide con uno de sus subgrupos monógenos se llama grupo 
monógeno, 
En el estudio de un subgrupo o de un grupo monógeno (a), hay que dis- 
tinguir dos casos 


Primer caso: Las potencias a* del generador a son todas distintas, es decir 


a =a exige  A= 


Decimos entonces que a es de orden infinito, que el grupo (a) es un grupo mo- 
nógeno infinito. 
Por ejemplo, el grupo aditivo de los enteros 
Z= [o — My ao — 1,0, 4) o, M) «.. ] 


es un grupo monógeno infinito, que admite como generador + 1 y —1. 
La aplicación 


a e 
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de un grupo monógeno infinito (a) en otro grupo monógeno infinito (b), escritos 
ambos en forma multiplicativa, es un isomorfismo: Dos grupos monógenos infi- 
nitos son isomorfos. En particular, cualquier grupo monógeno infinito es iso- 
morfo con el grupo aditivo Z de los enteros relativos. 

Segundo caso: Existe al menos un par de enteros A, p tales que: 


d=a, Ap, 
lo que lleva inmediatamente a la igualdad: 
Y) m=e h>0 
Sea n el menor valor de h para el que se verifica la igualdad (1) 
(10) a=e con arte para 0<m<mn. 
Por definición, n es el Orden del elemento a; los elementos e, a,..., ar=1 son 


distintos y cada elemento a% del grupo (a) es igual a uno de ellos; en efecto, si 
A=qn+r,0<r<mn, tendremos: 


(2) al = (arjuar = a. 


Por consiguiente, el entero n es también el orden del grupo (a) (esto es, el 
número de sus elementos) y tal grupo se llama cíclico de orden n. 


Por ejemplo, el grupo C, de las permutaciones circulares ($ 4) 
1 2 ..n—k n—k+1..n 
o = 
k41 k+2.. n 1 a 
(k=0, 1,...,n—1) es cíclico de orden n, con el generador a = o. El grupo 


aditivo de los enteros módulos n, Z/(n), también es cíclico de orden n. Sea R la 
clase módulo n en que está el número r(0 < r < n— 1); la aplicación biyectiva 


a>R 


de un grupo cíclico de orden n, (a), sobre Z/(n) respecto a la multiplicación del 
grupo (a) y la adición de Z/(n) es un ¿somorfismo: 

Cualquier grupo cíclico de orden n es isomorfo al grupo aditivo de los en- 
teros módulo n. 
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Como se vio en el cap. Il ($ 5, corolario del teorema 11), un grupo G de 
orden primo p no admite subgrupo propio. Por consiguiente, si a es un ele- 
mento de G, distinto de e, el subgrupo cíclico (a) coincide con G: 

Todo grupo de orden primo es cíclico y, por consiguiente, abeliano. 

El elemento neutro e de un grupo G es de orden 1 y es el único elemento 
de G que tiene esta propiedad. Un grupo G en el que todos los elementos dis- 
tintos de e son de orden infinito, se llama grupo sin torsión; un grupo en el 
que todo elemento sea de orden finito se llama periódico o también grupo con 
torsión. 


Teorema 1.— En un grupo G, toda parte estable S cuyos elementos sean 
de orden finito es un subgrupo de G, 


En efecto, ya que si el elemento s de S tiene orden finito, n, su inverso es 
5"=*, y pertenece a la misma parte estable S, 


Lema. —Sea S un subgrupo de un grupo monógeno G = (a); supongamos 
que existe un entero positivo mínimo m tal que am€S. Si =al € S, debe 
ser 1= qm, 

Dividamos A por m: 

A=qm+r, con 0O<r<m  €2. 
Tendremos: 


ar = Mam) ES 


lo que exige r =0, A = qm, c.q.d. 


Teorema 2. —Si G= (a) es un grupo ciclico de orden n, la igualdad 
A%=e tiene lugar si A= qn y sólo en este caso. 


Es claro que az = e. Inversamente, si a4= e, debe ser A = qn según el lema 
precedente, donde tomamos S = (e), m = n. 


Teorema 3. — Cualquier subgrupo S de un grupo monógeno G = (a) es mo: 
nógeno, 


E= (€) es, en efecto, un subgrupo monógeno, supongamos, pues, $ + E. 
Si a—* € S, su inverso au pertenece también a S y existe por consiguiente un 
mínimo entero posrtivo m tal que a” € S, de donde (am) < S. Según el lema es 
S < (a”), luego en definitiva S = (a”) es monógeno, c.q.d. 
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Consideremos ahora un grupo cíclico de orden n: G = (a), ar = ea e 
para =1,..., n— 1). 


Teorema 4.— El subgrupo (a*), 1< k<n, engendrado por un elemento 
cualquiera a* de G coincide con el subgrupo (a*), siendo d el máximo común 
divisor de k y n. 


Poniendo n = n'd, k= k'd, tendremos inmediatamente: 
ar = ari € (at) luego (ax) < (at) 


por otra parte, la relación de Bezout d = an + fBk (a, B € Z), permite escribir: 


at = a" +PE= gbk € (ar) 


de donde 
(at) S (at) y (a) = (0%). 


Corolario 1.— El orden del subgrupo (a*) es: 


n 
3 *= =———— 
6) de m.c.d. (n, k) 

Este orden es en efecto el de (a“); ahora, como d divide a n, orden de a, 
el orden de a“ es evidentemente n' = n/d: Constatamos asi, en este caso par- 
ticular, que el orden rn de un subgrupo del grupo cíclico G es divisor del orden 
n del grupo. 


Corolario 2. — Para que x = at sea un generador del grupo cíclico G = (a) 
de orden n, es necesario y suficiente que k y el orden n sean primos entre si. 


El subgrupo (a*) coincidirá con el grupo G si, y sólo si, tiene el mismo 
orden; y para que sea n' = n, es necesario y suficiente, según (3), que k y n 
sean primos entre sí, 

Este corolario permite enunciar: 


Teorema 5. — El número ae generadores distintos del grupo ciclico de 
orden n es igual al número g(n) de los enteros (positivos) primos con n y no 
mayores que él; p(n) se llama función de Euler (o indicador) del número n. 
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Así tenemos y(1) = 1. Si n= ps, con p primo, entre los p“ números 1, 2, 
..., pa, sólo los de valor mp, donde m = 1, ..., p“—1, no son primos con p. Luego: 


1 
4) = p? a = pa(4 > le 
p(p*) = p — pri re ( 5) 


Sin (4 1) no es potencia de un primo, podrá escribirse en la forma n = rs, 
con r y s primos entre sí (r > 1,s > 1). Todo entero x inferior o igual a n y 
primo con n es estrictamente inferior a n, x < n, y puede ponerse: 


z=qr+y (0 <y<r) 


donde el resto y tiene uno de los valores 0, 1, ..., r—1, y el cociente q uno de 
los valores 0, 1, ..., s— 1. Para que x sea primo con rs, es necesario y suficiente 
que sea a la vez primo con r y primo con s (esto resulta inmediatamente descom- 
poniéndoles en factores primos). Ahora bien, para que x sea primo con r, es ne- 
cesario y suficiente que y lo sea, y esto ocurre para p(r) valores de y. 

Para un valor fijo y, de y, x es primo con s si lo es su resto 2, módulo s. 
Ahora, los s números x¿ = qr + yo (q =0, 1, ..., s — 1) dan módulo s, s restos 
distintos; en efecto, la igualdad 


Za — 24 = (q — j)r =As 


exige, ya que s es primo con r por hipótesis, que s divida a q —j, lo que sucede 
sólo en el caso en que q = j, de donde xy = x¡. Esos s restos son, pues los nú- 
meros 0, 1, ....,$— 1 tomados en un cierto orden y de ellos hay p(s) primos con s. 

Por esto, finalmente, a cada uno de los p(r) valores de y tales que x sea 
primo con r corresponden p(s) valores de q tales que x sea primo con s; tenemos 
en consecuencia 


p(rs) = plr) - pls) supuesto m.c.d (r,s)=1. 
Resulta inmediatamente, que si descompuesto n en factores primos es 
n= pÍ ... pin 
el indicador de n vale 
0 1 1 
p(a) = p(pá ... pin) =n E mm (1=) 
x 


7 DUBREIL 
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Tomemos como grupo cíclico G de orden n el grupo G* de las rotaciones de 
ángulo k-+ 27/n (k=1, ..., n) en un plano, alrededor de un punto O: los gene- 
radores inversos a* y ar de G* producen un mismo polígono regular de n lados 
inscrito en el circulo-unidad, e inversamente a cada poligono regular de n la- 
dos corresponde la generación de G* por dos generadores inversos. 

El número de los poligonos regulares distintos de n lados, inscritos en un 
circulo dado, con un vértice A fijo, es pues 4p(n). 


S 4. Grupos de tipo finito 


Llamamos grupo de tipo finito un grupo que admite un sistema finito de 
generadores A = (41, 4e,...., An ). Un grupo de orden finito, un grupo monóge- 
no (cíclico o no) son grupos de tipo finito. 


Teorema 1. — Todo sistema M de generadores de un grupo G de tipo finito 
contiene un subconjunto finito que es un sistema irreducible de generadores. 
El grupo de tipo G es engendrado por el sistema finito de generadores 


A = (41, dz, ..., An ). Si consideramos ahora el sistema de generadores M, cada 
ai, es, de algún modo un producto de potencias positivas o negativas de un 
número finito de elementos M4, Mi, ..., mi, tomadas en M. 

Pongamos: 


Mi = [Mas Ma M* = l J Mi. 


t=L 


M* es un subconjunto finito de M, Por ser todo elemento de G' un producto de 
potencias positivas o negativas de un número finito de elementos tomados en A, 
es también un producto de potencias positivas o negativas de elementos tomados 
en M* : M* es, pues, un sistema finito de generadores. 


Si ningún elemento x de M* es superfluo, es decir no pertenece al grupo 
engendrado por M* — (2), M*es irreducible. En el caso contrario, M* admi- 
tirá al menos un elemento superfluo s, y M*—(s )= MÍ es un sistema de gene- 
radores de G, con un elemento menos que M*. Reiterando el proceso, al fin de 
un número finito de operaciones, se obtendrá un sistema irreducible de genera= 
dores extraido de M*, finito y contenido en M. 


Teorema 2. — Cualquier imagen homomorfa de un grupo de tipo finito es de 
tipo finito. 

Sea G un grupo engendrado por el conjunto finito A = (41, dx, ..., An), 
G = h(G) una imagen homomorfía de G, a; = h(a;) las imágenes de a,. Conside- 
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remos un elemento arbitrario a de G y uno de los elementos a de G del cual es 
la imagen : h(a) = a. Tenemos: 


= au a 
a= a. is 


y por consiguiente 


a = hía) 


El conjunto A = (71, 22, ..., Un ) es pues un sistema finito de generadores para 
G y G es de tipo finito. 


Caso particular. —Si G es monógeno, n= 1, también G lo es: cualquier 
imagen homomorfa de un grupo monógeno es un grupo monógeno, 


Teorema 3. — Cualquier grupo infinito de tipo finito G es numerable. 

Llamemos longitud | de un elemento x de G el valor mínimo de la suma 
[ax] he + la,| en las diferentes representaciones posibles del elemento x bajo 
la forma: 


z=a%.. aj (ar, € A, a, EZ). 

No hay más que un número finito de formas de escribir en la forma de suma, 
l=h +. +1 (p> 1,4 > 0) y, para cada una de ellas no hay en G más 
que un número finito de elementos de la forma 


a az 
donde a, = + ly. Tal elemento es de longitud a lo más /. Por consiguiente, el 


conjunto de los elementos de G con longitud < 1 es finito, el conjunto Gi de 
los elementos de longitud 1 es también finito, y 


c=UJc, 


l=1 


infinito por hipótesis, resulta numerable. 


Observación. — Según el teorema precedente, cualquier subgrupo de un grupo 
de tipo finito es numerable o finito. Pero un subgrupo tal, no es necesariamente 
de tipo finito, 

Al contrario, cualquier subgrupo de un grupo abeliano de tipo finito es 
también de tipo finito, como veremos más adelante. 

Insistamos también en que hay, desde luego, grupos infinitos numerables 
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que no son de tipo finito. Tal es, por ejemplo, el grupo multiplicativo G = Q+ 
de los racionales positivos. Todo elemento x de G se escribe en efecto, de una 
forma y de una sola, bajo la forma 


4) r= 


en donde las a, y las aj son enteros positivos, las pi y las pj números primos 
distintos. 

Los números primos forman un sistema de generadores infinito, que es 
irreducible, por lo que, el grupo G no puede ser de tipo finito, según el teo- 
rema 1, 


$ 5. Inmersión de un semigrupo abeliano con ley de simplificación 
en un grupo 


Junto al sistema ¿irreducible de generadores constituido por el conjunto de 
números primos, el grupo multiplicativo G= Q+ de los números racionales po- 
sitivos admite el sistema de generadores N =4 1,2,...,N,... |. Aunque sea re- 
ducible este sistema de generadores es notable; su estructura multiplicativa es 
en efecto, la de un semigrupo abeliano en el que se cumple la ley de simplifica- 
ción. Desde el punto de vista multiplicativo, el paso de N a Q+, que tiene el 
interés de proporcionar un ejemplo simple de grupo que no es de tipo finito, 
se presenta como la construcción de un grupo engendrado por un semigrupo abe- 
liano con ley de simplificación; es el problema de la inmersión de tal semigrupo 
S en el menor grupo que le contiene. 


De igual modo, el grupo aditivo Z de los enteros relativos es el menor grupo 
que contiene el conjunto N de los enteros naturales, considerado ahora como semi- 
grupo aditivo abeliano, en el que es válida la regla de simplificación (o ley 
cancelativa). 

Mostraremos aquí, de forma general, que dado un semigrupo abeliano S 
en que se cumple la regla de simplificación, existe un grupo mínimo I' que con- 
tiene un semigrupo Z isomorfo con S (puede convenirse después, en “identificar” 
S y 2); la expresión mínimo grupo debe entenderse aquí de la forma siguiente: 
ningún subgrupo propio de P” tiene la propiedad de contener el semigrupo Y 
isomorfo con S. 

La demostración de ese teorema importante no es en realidad otra cosa 
que una generalización inmediata de la teoría elemental de las fracciones consi- 
deradas desde el solo punto de vista multiplicativo. 

Expresemos multiplicativamente la ley de composición del semigrupo S y 
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consideremos el conjunto 4 = S x S de los pares (a, b) de los elementos de S, 
con la ley de composición (cfr. cap. 1, $ 4, 2.9); 


(a, b) (a”, b”) = (aa”, bb”). 
Por otra parte introduzcamos en 4 la relación $ definida por: 
(a, b) E(a1, bi) si abi=ab. 


Esta relación es claramente reflexiva y simétrica: es también transitiva, pues si 
tenemos: 


ab = ab y arba = arbr 


se deduce 
abrbz = arbbe y: asbab = azbrb, 


de donde, por ser S abeliano y cumplirse la ley cancelativa 


abz = ab. 
8 es, pues, una relación de equivalencia en 4; por otra parte 8 es compatible 
con la ley de composición de (4), ya que: 


(a, b) (2, y) = (a,b) (ay (E) 


se escribe 
(az, by) = (az, by) (6) 
es decir 


az by = by az 
que se verifica, para cualquier (x, y) € 4, siempre que 
(a, b) = (ar, br) (8) 


Sea ahora 4/8 el semigrupo cociente, abeliano como 4. Vamos a ver que 
AJé es el grupo buscado. 

Es inmediato que los pares (m, m) (m € S) forman una clase E módulo 
8; E es elemento unidad de AJ8 ya que en A, para cualquier par (a, b), ten- 
dremos: 


(a, b) (m, m) = (am, bm) = (a, b) (€) 
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de donue en 4/8 designando por X la clase del par (a, b) resulta 


XE=X  VXeAf8 


Por otra parte X tiene como inversa la clase X—* que contiene al par 
(b, a) ya que tenemos, en 4, 


(a, b) (b, a) = (ab, ab) € E 


de donde, en 4/(8) 
XX = E. 


En consecuencia, 4/6 es un grupo abeliano PT”. 
Dado un elemento a de S, el conjunto A de los pares (am, m) donde m re- 
corre a S, es una clase módulo €. Tenemos en efecto por lo pronto 


(am, m) = (am, m') (8) 


Reciprocamente, puesto que la igualdad amy = mx implica x= ay, un par 
(x, y) equivalente a (am, m) se escribe (ay, y). La aplicación 


(p) a> A 


es una aplicación biyectiva de S sobre el conjunto 2 de las clases A; p es, in- 
cluso, un ¿somorfismo puesto que tenemos, en 4, 


(am, m) (a'm', m') = (aa! - mm, nun”). 


El grupo 1” contiene pues, efectivamente un subsemigrupo 2 isomorfo al semi- 
grupo dado S. 

Supongamos ahora que una parte estable I” de T, que contiene Y, sea el 
mismo un grupo (con la ley de composición de 1” restringida a 1”) y demostremos 
que necesariamente tendremos I'=T. Sea X un elemento de T'; X es una 
clase de pares (a, dh), ..., y si designamos por A la clase que contiene al par 
(am, m), y por B la clase que contiene el par (bm, m), X contiene al par 


(a, b) = (am, m) (m, bm) (€) 
y en consecuencia tenemos en P” la igualdad 


FEB 
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Pero, AEZ, BEZ- y E<T" deduciéndose que A € T”, BA € T”, luego 
AB-1= X €l”, de donde necesariamente I” = '; vemos asi que T' no admite 
como subgrupo propio que contiene el semigrupo 2 isomorfo con S. 


$ 6. Grupos libres 


Sea AL un conjunto no vacio de elementos que por comodidad llamamos 
letras, M = fa, b, ...J.Asociemos a Me un conjunto M” correspondiéndole bi- 
yectivamente (biunivocamente); sea x” la imagen, en AM”, del elemento x de Mo: 
diremos que x y x” son asociados. 

Toda expresión 


W = cbída'c'a 


obtenida escribiendo las letras de AM. o de AL”, en número finito, unas a conti- 
nuación de otras, se llama una palabra. Una palabra depende pues de las letras 
que figuran (cada letra puede figurar varias veces) y del orden en el cual están 
escritas, Consideremos igualmente la*palabra vacia, (¿G, que no contiene ninguna 
tetra, 

Una palabra es reducida cuando no contiene pares de letras asociadas conse- 
cutivas: ac'b es reducida, acec'd'db, acd'dc'b no lo son. En una palabra no re- 
ducida W, se puede suprimir los pares de elementos asociados consecutivos, y 
después repetir esta operación sobre las palabras sucesivamente obtenidas, tantas 
veces como sea posible. Se llega así al menos de una manera a una palabra 
reducida (eventualmente vacía). 

Dos palabras reducidas son ¡guales si están constituidas por las mismas 
letras en el mismo orden. 

Consideremos el conjunto 8 de las palabras reducidas (comprendida la va- 
cía) que se pueden escribir con los elementos letras de AG y las letras asociadas 
elementos de AG”. Definimos en 8 una ley de composición interna T de la manera 
siguiente: 

Sean 


A =dÍd ... dh, B= 00%... di 


dos palabras reducidas; af, be NUM y la estrella * en af representa una 
de estas dos cosas: el acento ” si af € MM”, nada si af € Mb. Escribiendo la pa- 
labra B después de la A obtendremos la palabra 


e 


104 GENERACIÓN DE GRUPOS CAPÍTULO 111 


que es reducida si aj y bf no son asociados, y solamente en ese caso. Si az y dE 
son asociados, los suprimimos y la palabra asi obtenida es reducida si aña 
y bno son asociados, y solamente en ese caso. Siguiendo con esta reducción 
hasta el fin, obtenemos después de un número finito de operaciones una palabra 
reducida R(AB) que designamos por A T B. En resumen la ley de composición T 
se define por 


ATB= R(AB). 
Tenemos evidentemente 


ATDZG=BQTA=A VAcf. 


Sea A—: la palabra formada con las asociadas de las letras de A escritas en el 
orden opuesto; A—! es reducida si A lo es, y recíprocamente; tenemos 


R(AA=) = Y, es decir ATAI=Y 


y lo mismo AT A = Y. Asignándole la ley T el conjunto É de las palabras 
reducidas posee pues un elemento neutro £ y existe para todo elemento A de 8 
un inverso A—2, 

Demostremos que €, con ley de composición T, es un grupo, que es, por 
definición, el grupo libre engendrado por A: es suficiente establecer la propiedad 
asociativa de T, 


(ATC)ITB=AT(CTB) VA,B,Ce€8. 


Esta igualdad es evidente si C es la palabra vacía. Consideremos ahora el 
caso en que C es una palabra de una sola letra, C = c*; acabaremos la demos- 
tración razonando por recurrencia sobre la longitud de la palabra reducida C, es 
decir sobre el número de sus letras. 

Escribiendo A = A,a*, B = b* Bi, tendremos 


(AT0)TB= R(TR(A, e) 0*B,), 
AT(* TB) = RIA OR(*b*B)]. 
Hay que distinguir ahora los cuatro casos posibles: 
1. c* no es asociado ni de a* ni de b*: los segundos miembros son entonces, 
A, at cr br B,=Ac* B; 


2. c* es asociado de a* y de b*, lo que exige a* = b*; los dos segundos 
miembros son A, a* B,; 
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3. c* es asociado de a*, pero no de b*; los dos segundos miembros son, en 
este caso R(A, b* B,) = R(A, B); 

4. c* es asociado de b*, pero no de a*; los dos segundos miembros son 
R(A, a* B,)=R(A B). 


En todos los casos hemos obtenido efectivamente la igualdad 
(AT0*)TB= AT (c* TB) 


que expresa la asociatividad en el caso en que C es una palabra de una sola 
letra, 


Supongamos ahora que C sea una palabra reducida de n letras, y que la 
asociatividad sea válida cuando la palabra intermedia tenga n— 1 letras. Escri- 
bamos C = C'c*, donde C' es una palabra reducida de n— 1 letras, j 

Así tendremos 


dec Te, 
lo que permite escribir: 
(ATC)ITB=[AT(C'Tc*)]T B 
=[(4ATC)TCITB 
(ATC)T (c* TB) 


AT[C'T (c* T B)] 
AT[(C'Tc*) TB) = AT(CT B) 


ll 


tl 


y la proposición queda establecida. 

Las palabras de una sola letra son, desde luego, palabras reducidas. Una 
palabra cualquiera W puede considerarse como una sucesión de n palabras re- 
ducidas: 


W = RR; ... Ra 
formadas por sus n letras sucesivas. Cualquier procedimiento que permita pasar 
de W a una palabra reducida por supresión de letras consecutivas asociadas 
equivale al cálculo de la palabra: . 


R,TR¿T...T Ra, 


realizándose este cálculo conforme a un cierto sistemas de paréntesis, corche- 
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tes, etc. Como la operación T es asociativa, el resultado final es independiente 
del modo de operar y se obtiene siempre la misma palabra reducida, que llama- 
remos reducida de W y designaremos por R(W). 

En el conjunto W de todas las palabras formadas por un alfabeto dado Ab, 
consideremos la relación p definida por: 


Wow: si R(W) = R(W); 


p €s visiblemente una relación de equivalencia. Además, esta relación de equiva- 
lencia es compatible con la ley de composición que, partiendo de dos palabras 
W,, W, de W, da como resultado la palabra W, W,, que se obtiene al escribir 
W, a continuación de W,. Para formar efectivamente la palabra reducida 
R(W,W,), se pueden reducir W, y W,, separadamente, después formar la palabra 
R(W)R(W.), y, en fin, reducir esta última: por lo tanto R(W,W,) depende sólo 
de R(W,) y (RW,), y en consecuencia 


Wox=W  (p) (i = 1, 2) 
implica 
WW:= WW,  (p). 


Puesto que en el conjunto 8 de palabras reducidas, la ley T se define por 
ATB=R(AB), 


la aplicación 
W => R(W) 


de W sobre 8 es un homomorfismo para, la ley considerada en W y para la ley 
T de 8 ; el núcleo de este homomorfismo es el conjunto de palabras que tienen 
por reducida la palabra vacía. 


Ejemplos. — 1. Cuando JM se compone de una sola letra M = (4), el 
grupo libre 8 está formado por la palabra vacia y las palabras reducidas 04... a, 
aw ...a. E es isomorfo con el grupo aditivo Z de los enteros; la palabra for- 
mada por p letras a tiene por imagen + p, la palabra formada de q letras «” 
tiene por imagen —q. Es pues un grupo monógeno infinito. 


II. Sea ahora un AG cualquiera. Si A = af ... af es una palabra reducida, 
tendremos A = af T af T... Taj. Convengamos en escribir a” para la palabra 
formada de n letras a, y a—” para la palabra formada de m letras a”. Podremos 
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entonces, en el grupo £,pasar a la notación multiplicativa: Cada elemento del 
grupo libre £ se escribe de una manera única como producto finito de potencias 
positivas o negativas de elementos de AQ, es decir, como producto de elementos 
de los grupos monógenos engendrados por los elementos de M. Se dice que los 
elementos de Me son los generadores del grupo libre 8, y que 8 es el producto 
libre de los grupos monógenos engendrados por los elementos de A. Se llama 
rango del grupo libre 6 ,el número (finito o infinito) de sus generadores, es decir, 
el número de elementos de Ab. 


Teorema fundamental. — Todo grupo G es isomorfo a un grupo cociente de 
un grupo libre. 

Sea $ un sistema de generadores del grupo G. Consideramos el grupo libre 
T' engendrado por un sistema de generadores AM tal, que exista una aplicación 
biyectiva p de ML sobre $. A todo elemento 


a=apaz...aHerT”  (a€M, a, EZ—(0)) 


asociemos en G el elemento 


zx =D(a) = sisi... sé donde SÉ = p(a) ES 
Esta aplicación d de TP sobre G tiene las siguientes propiedades: Prolonga 
a p (es decir, su restricción a Mo es la aplicación y de AM sobre S); es exhaus- 
tiva (todo elemento de G resulta obtenido como imagen), puesto que $ es un 
sistema de generadores de G y la propia y es una aplicación exhaustiva. Final- 
mente, por construcción, 


D(ab) = Da) - D(b) 


Según las dos últimas propiedades, D es un homomorfismo que aplica el 
grupo libre 1” sobre el grupo G dado. Utilizando el teorema del homomorfismo, 
podremos escribir 


(1) G=T/|N 


donde N designa el núcleo del homomorfismo 9, subgrupo distinguido de LP”, 

La representación precedente (1) depende, desde luego, del sistema de ae- 
neradorcs $ elegido en G. En particular, se ve que un grupo G con un sistema 
de generadores de m elementos (grupo de tipo finito) es isomorfo a un grupo 
cociente de un grupo libre de rango m. 
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Cualquier elemento n de N, como palabra de J” es de la forma 
n= aa. (4 EM, a, EZ—(0)). 
Tomando su imagen g(n) = e, obtenemos 


(2) sa e (s:€8) 


que es una relación entre ciertos generadores sq, ..., Si, de G. 

Si N, es un sistema de generadores para N, el conjunto de relaciones (2) 
obtenidas para todos los elementos n de N es una consecuencia del subconjunto 
(D) formado por aquellas relaciones (2) que provienen de los elementos de N,. 
Las relaciones (D) se llaman relaciones de definición (o relaciones fundamentales) 
del grupo G, para el sistema de generadores $. 

Además, si se toma para sistema de generadores N, de N un sistema irre- 
ducible, ningún elemento de N, se expresará en forma de producto de potencias 
positivas o negativas de un número finito de otros elementos de N,. En conse- 
cuencia, ninguna de las relaciones de definición del sistema correspondiente (D) 
es combinación de un número finito de otras por multiplicación miembro a 
miembro y paso a las inversas. En este caso diremos que (D) es un sistema 
irreducible de relaciones de definición. 

Si para definir al grupo G se conocen un conjunto de generadores $ y un 
sistema de relaciones (D) entre los generadores, ML queda definido a menos de 
una biyección, y el grupo libre TI queda definido salvo isomorfismos; el con- 
junto N, de los a a aj... ay de TP” que corresponden a los primeros 
miembros Sosa «sí de las relaciones (D) está perfectamente definido, asi como 
el subgrupo distinguido N de (D) que N, engendra (N es la clausura de N, en 
la familia de Moore de los subgrupos distinguidos de T). Finalmente, '/N está 
definido salvo isomorfismos y, según (1), también G. Existe pues un grupo G 
determinado salvo isomorfismos, que admite el conjunto de generadores 8 y el 
sistema de relaciones D como relaciones de definición. 

Supongamos ahora que para dos grupos G, G' que admiten el mismo con- 
junto de generadores $, se tengan respectivamente dos sistemas de relaciones de 
definición (D), (D”), deduciéndose (D') de (D) por la adjunción de ciertas re- 
laciones suplementarias. Tendremos 


G=TIN, G=I/NW 


donde N, N” son los subgrupos distinguidos del grupo libre 7” definidos como 
antes se ha visto a partir de (D) y (D”). Resulta N < N' (< T) y Nes a fortiori 
subgrupo distinguido de N”, Según el primer teorema de isomorfismo se tiene 


T/¡N'= T|N/N'|N. 
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Ahora bien, en el isomorfismo T'/N = G, la imagen de N'/N es un cierto sub- 
grupo distinguido H de G, y por lo tanto 


TI|N/N'|N = G|H 
de donde finalmente 

G 2 TIN = G/H 
y podemos enunciar: 


Teorema (de von Dyck). —Si dos grupos G y CG” admiten un mismo con- 
junto de generadores S y están dados por sendos sistemas de relaciones de 
definición (D), (D'), donde (D”) se compone de (D) y de ciertas relaciones suple- 
mentarias, G' es isomorfo a un grupo cociente de G. 


si N'=N, resulta (! = G. La igualdad N' = N expresa de modo preciso el 
hecho de que las relaciones adjuntadas a (D) para formar (D”) son “superfluas”. 


$ 7. Grupos abelianos libres 


Se llama grupo abeliano libre un grupo T' en el que las únicas relaciones 
de definición expresan la conmutatividad: 


ababA =e Va, ber” 
(en notación multiplicativa). 


Consecuencias. — 1) Todo elemento de T' engendra un subgrupo monógeno 
infinito. 

2) Todos los generadores engendran grupos monógenos en los que la uni- 
dad, €, es el único elemento común. 


3) Cualquier elemento del grupo abeliano libre J' es una palabra formada 


con la ayuda de los generadores a, b, ... y de sus asociados, a—, b— ... que se 
pueden escribir en un orden elegido a priori, por ejemplo at. b*B ... 1*A, siendo 
a, B, -..,» A enteros no negativos, y a* representa a uno de los dos elementos 


a, a— y figura en la palabra una vez a lo más. 
En notación aditiva, todo elemento a de I” se escribe de una manera, y 


sólo de una, como Y has, siendo 2 una suma finita, las a; generadores de TP” y 


13 
las k; enteros positivos o negativos. 
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Teorema 1.— Todo grupo abeliano G es isomorfo a un grupo cociente de 
un grupo abeliano libre. 

Sea efectivamente $ un sistema de generadores de G. Consideremos el grupo 
abeliano libre T' (aditivo) engendrado por un sistema de generadores AL que 


corresponde a $ por una biyección y. Sea una palabra Y haser. Asociemos 
a ésta en G el elemento i 


> his, donde si =p(a) €S; 


como p es una biyección de M sobre $. la aplicación de T” en G definida así 
es exhaustiva. Además, por construcción, siu y v son dos elementos de 
T, se tiene 

pla +.) =p(u) + plo), 


luego p es un homomorfismo que aplica el grupo abeliano libre T' sobre el grupo 
. dado G. Según el teorema del homomorfismo tendremos 


G=TI|N 


donde N, núcleo del homomorfismo y es un subgrupo de T”. 


CAPÍTULO IV 


ANILLOS Y CUERPOS 


$ 1. Leyes de composición distributivas 


A un conjunto E con diversas leyes de composición T, L,... se le llama con 
frecuencia álgebra (o dominio). Entre las leyes de composición que operan en 
un mismo conjunto, se encuentra frecuentemente una propiedad importante, esto 
es, el carácter distributivo de una ley con relación a otra. 


Definiciones. — La ley L es distributiva a la izquierda con respecto a la 
ley Y si: 


(4) al(Ty=(aLz)T (al y) cualesquiera sean a, x, y € E 
y, análogamente, es distributiva a la derecha si: 


(1) (¿Ty La=(2La)T (y La) cualesquiera sean a, 2, y, € E; 


En fin, se dice que la ley L es distributiva con respecto a la ley T cuando 
ambas condiciones precedentes se cumplen. También se dice en estos casos, que 
la ley T es distribuida por la ley L. Si la ley L es conmutativa, las tres con- 
diciones precedentes son equivalentes. 


Ejemplos. —La multiplicación de números naturales (o racionales, o reales, 
o complejos) es distributiva respecto a la adición, pero la adición no es distribu- 
tiva respecto a la multiplicación. Se sabe también, que, en el conjunto N de los 
números naturales, la multiplicación es distributiva respecto a la formación del 
m.c.d, y del m.c.m., y se demuestra (utilizando por ejemplo la descomposición en 
factores primos) que cada una de estas dos leyes últimas es distributiva respecto 
a la otra. En la teoría de conjuntos se demuestra que, en el conjunto J(M) de 
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las partes de un conjunto M, la intersección M y la unión U son distributivas 
cada una respecto de la otra *. Si consideramos ahora el conjunto de las partes, 
3(E),de un conjunto E con la ley T, (Cap. 1, $ 4, 4.9) las fórmulas 


Ra «(U3-Uura, (Uir»-Uara, 


EF xESF EF xESF 


expresan que la ley de composición T en Í(E) es distributiva respecto a la 
unión, mientras que en general no lo es para la intersección, ya que para ésta 
sólo sabemos que 


Ro aT((1x)s Nurx, ((x)72< Mara, 


xXEF xESF xXEF 


expresiones en las que la inclusión, puede ser estricta. 

Examinemos ahora, si los principales métodos para definir nuevas leyes de 
composición a partir de leyes dadas, conservan la propiedad distributiva. 

1. Sea E un conjunto con una primera ley de composición T cualquiera, y 
una segunda ley - distributiva respecto a T, El conjunto F de las funciones f 


Sean, de modo general, Á una parte cualquiera de M y F una familia finita o infinita de 


jara de M. Se tiene 
an( U apa U nx, 
xEF xXEF 


24(Q5-Quuzn. 


xXEF xEF 


Sea, en efecto, 
lea, en efect =««n(Un); 


XEF 
Tepatemos z EA y existe al menos una parte Xy € F tal que zo € Xo; entonces zo E A (1 Xo, de 
londe 


we UJanx; 
xESF 
y recíprocamente, si 
ae Uno 
xEF 


existirá al menos una parte X, E F tal que 1, € A () X,, de donde ,€ 4 y 2,€ Xy luego 


ne Ux 


xEF 


y en fin, 
E E] ( U li 
xEF 


con esto se establece la primera igualdad, ya que cada uno de los dos miembros está contenido 
en el otro. 
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definidas sobre un conjunto dado X y tomando valores en E, tiene dos leyes 
correspondientes designadas igualmente por T y - (cap..1, $ 4, 1.9). 
Es claro que, en F, la ley de composición . es distributiva respecto a T : 


(TO-R=((-2T(-R) WfgheF 


(para la ley distributiva a la derecha por ejemplo), puesto que en E tendremos, 
para todo elemento x de X: 


[f(z) T g(z)] . h(x) = [f(x) » h(z)] T [g(z) - h(2)]. 


2.» Sean igualmente E,, E, dos conjuntos con dos leyes de composición 
cada uno, que para más comodidad denotaremos aditiva y multiplicativamente, 
siendo cada multiplicación distributiva respecto a la adición del mismo conjunto. 

Como se ha visto (cap. 1, 8 4, 2.) se deducen una multiplicación y una adición 
en el conjunto producto E, X E, =P, y esta multiplicación es distributiva res- 
pecto a la adición, según muestra la serie de igualdades: 


(ar, 22) [(B1, da) + (dí, b4)] = [ax(b1 + dí), aa(ba + b3)] 
= (ab + arbí, daba + amb) = (ar, ar) (br be) + (ar, a2) (dí, b3). 


3.» Resulta evidente que si £ es un conjunto con una adición y una multi- 
plicación distributiva respecto de aquella, y A es una parte de E estable para 
esas dos operaciones, la restricción a A de la multiplicación de E será distribu- 
tiva respecto a la restricción a A de la adición de E. 

4.9 Siendo E, como siempre, un conjunto con una adición y una multiplica- 
ción distributiva respecto de esa adición, la extensión de estas dos operaciones 
al conjunto de las partes S(E) no conserva en general la propiedad distributiva. 
Para verlo consideremos que E sea el conjunto Z de los números enteros (2 0) 
con la adición y la multiplicación ordinarias, y sean las partes 


A=(0,1), B=(b)  C=(c), donde b%0, cx0. 
Tendremos 
ABW+C)=(0,b+c), AB+ AC=(0,b,c,b+c) 


y, por lo tanto, A(B + C)C AB + AC estrictamente. 


En cuauto a la segunda igualdad. es obvio que todo elemento de Á pertenece a los dos 
miembros: y para un elemento Z no situado en Á, pertenecer a uno cualquiera de los dos miembros 
equivale a: EX, yXES. 


8 DUBREIL 
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De un modo general, para tres partes cualesquiera A, B, C, de E, tendremos: 


AB+C)=(a(b+c);0€ A, bEB,cEeC) 
=(ab+ aca € A,beB,ceC)] 
AB+ AC=(ab+a'c;a y a“EA,bEB,cEC), 


luego, en todo caso 
A(B+C)< AB+ AC. 


5." Teniendo E la misma significación, sea F una familia de Moore de partes 
de E con las leyes de composición + y — definidas mediante la clausura, a par- 
tir de la adición y la multiplicación de E como se ha visto en el capitulo pri- 
mero ($ 4, 5.9). En general la ley — no es distributiva respecto a la ley + : en 
efecto si tomamos F = S(E), nos encontramos en el caso precedente, siendo F 
la adición de las partes y — su multiplicación, Por lo demás, de forma total- 
mente general se tiene: 


F=(P1F Fs) =F-(F, + Fs) 
(PF) F(F-F)=TF-F,+7F-F,. 


6.2 En un conjunto E con una adición y una multiplicación que supondre- 
mos, por ejemplo, distributiva a la izquierda respecto a la adición, consideremos 
una relación de equivalencia R compatible con esas dos leyes de composición. 
Como se ha visto en el capitulo primero ($ 4, 6.”), se define entonces, en el con- 
junto cociente E[R, una adición y una multiplicación de las clases X, Y, ... 
En E[R, la multiplicación es distributiva a la izquierda respecto a la adición. 
Sean en efecto A, B, C, tres clases cualesquiera (distintas o no) y a, b, c, tres 
elementos de E, que pertenecen respectivamente a estas clases. La clase A(B + C), 
por definición, contiene el elemento a(b+ c);la clase AB + AC, por definición, con- 
tiene el elemento ab + ac. Como estos dos elementos son iguales, las dos clases 
coinciden: 


AB+C)=AB+ AC. 


Se tiene un resultado análogo para la propiedad distributiva a la derecha, 
y por consiguiente, para la propiedad distributiva: El carácter distributivo de 
una ley respecto a otra se conserva, pues, en el paso al cociente por una equiva- 
lencia compatible con estas leyes, y también en el paso a una imagen homomorfa. 
Si, en particular, tomamos como E el conjunto Z de los enteros relativos con 
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la adición y multiplicación ordinarias, y para KR la congruencia aritmética Cm 
módulo m, compatible con estas dos operaciones, se ve que, en el conjunto Z/(m) 
de las clases residuales módulo m, la multiplicación es distributiva respecto a 
la adición, 

Sea E otra vez, un conjunto con una adición y una multiplicación distri- 
butiva (al menos a un lado) respecto de la adición: exigiendo para la adición 
ciertas condiciones suplementarias, vamos a obtener algunas proposiciones sen- 
cillas, pero importantes. 


Teorema 1. — En un conjunto E con una multiplicación distributiva respecto 
a una adición que es asociativa, se tienen las fórmulas: 


0 «(31) - 


i=1 i=1 


(2 > ») y= > y, 
=1 


j=1 
63) (2 .) ( > .,) => 
A=1 e =1 »u=1 


Las fórmulas (1) y (2) se demuestran inmediatamente por recurrencia sobre 
los enteros m y n; de ellas resulta la fórmula (3). 


Nota. — A menos que la multiplicación de E sea conmutativa, el orden de 
los factores debe ser cuidadosamente respetado en las fórmulas (1), (2) y (3). 


Teorema 2. —Sea E un conjunto con una adición y una multiplicación dis- 
tributiva a la izquierda respecto a esa adición; si hay un elemento neutro para 
la adición, sea 0, y si la adición verifica la regla de la simplificación a la iz- 
quierda, 0 es lícito a la izquierda para la multiplicación: 

20=0 Ve. 
Se tiene en efecto 


10+0=20=x(0 +0) =20 + 20 
de donde 


20 =0. 
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Es válido el teorema simétrico, y finalmente, con la ley distributiva de la 
multiplicación respecto a la suma y la regla de simplificación para la adición, 
se deduce que un “cero aditivo” (es decir, un elemento neutro para la adición) 
es también un “cero multiplicativo” (es decir, un elemento lícito para la multi- 
plicación). 


Teorema 3. —Sea E un conjunto con una adición y una multiplicación dis- 
tributiva a la izquierda respecto a aquella. Si E es un grupo respecto a la adi- 
ción, la multiplicación es también distributiva a la izquierda respecto a la sus- 
tracción. 


Sean a, b y x tres elementos cualesquiera de E. Pongamos 


a—b=c; 
tendremos 


za = x(c + b) = xc + xb 


luego, en fin: 
x(a — b) = xc = za — ab, 


Vale un teorema análogo para la propiedad distributiva a la derecha, y 
también, por lo tanto, para la distributiva bilátera. 

Notaremos en fin, que cuando E sea un grupo aditivo, se cumplen las hi- 
pótesis sobre la adición de los teoremas 1 y 2. Aparece así, un tipo de estruc- 
tura algebraica interesante, esto es, la de un grupo aditivo E con una multi- 
plicación distributiva respecto a la adición del grupo. El caso más importante 
es aquel en el que, además, la adición es conmutativa y la multiplicación aso- 
ciativa. 


$ 2. Anillos. Subanillos. Grupos de las unidades 


Un anillo A es un conjunto con dos leyes de composición que llamamos 
adición y multiplicación, cumpliendo las condiciones siguientes: 

1.2 A es un grupo abeliano para la adición; el elemento neutro en esta adi- 
ción se llama cero del anillo A, y se escribe generalmente 0; 

2.2 A es un semigrupo para la multiplicación; 

3.2 La multiplicación es distributiva (a los dos lados) respecto a la adición. 

Si la multiplicación es conmutativa, el anillo se llama conmutativo. 

Si en el anillo A hay un elemento, e, neutro para la multiplicación se le 
llama, a este e, elemento unidad del anillo: 


er=xe=x ViecA 
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Se dice entonces, que A es un anillo con elemento unidad. Al elemento uni- 
dad e se le indica muy frecuentemente por 1, aunque no se trate del número 1. * 


Notas. — 1. Un anillo A nunca es vacio, puesto que es un grupo aditivo. 
A contiene siempre un elemento cero. 


2. En un anillo compuesto del único elemento O, éste es elemento unidad 
para la multiplicación: se ha convenido en excluir este caso cuando se habla 
de un anillo con elemento unidad e:e 4 0, 


Una aplicación biyectiva de un anillo A sobre un anillo A”, compatible con 
las adiciones y con las multiplicaciones, se llama un isomorfismo (de anillos). 


Ejemplos. — 1. El conjunto Z de los enteros relativos, el conjunto Q de 
los números racionales ( = 0), el conjunto R de los números reales, el conjunto 
C de los números complejos, el conjunto G de los números de Gauss, es decir 
de los números complejos a+ bi con a, b€Z, son anillos conmutativos con 
elemento unidad, 1. 


2. Sean X un conjunto cualquiera, y A un anillo. El conjunto F de las 
funciones f definidas sobre X y tomando su valor en A, con la adición y la mul- 
tiplicación definidas a partir de las de A por el procedimiento habitual, es un 
anillo. Si A es conmutativo, F también lo es. Si A tiene un elemento unidad e, 
también el anillo F tendrá un elemento unidad € que es la función definida por: 


eéxz)=e Vzrex, 


mientras que el elemento cero 6 de F es la función definida por 
Ox) =0(€A) VzexX. 


Si X es el conjunto N de los números naturales, las funciones f toman el 
nombre de sucesiones, formadas con elementos de A y representadas por las 
notaciones 


[ 01, Ma, 2.3 Uny a JO Lanj con Aa = f(n). 


1 Como es usual en español diremos siempre elemento unidad (que, xi existe, es único) y nol 
simplemente unidad, por cuanto interesa distinguir aquel concepto del de ias unidades de un a 
que más adelante se establece (pág. 121). La impro sión pudiera evitarse con un guión 


(“élément=anité”, en el original). o Mamando a e elemento 10. por ejemplo. (N. del 7.) 
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Según la definición de las leyes de composición en F,si a=(4n) y B = [ bn) 
son dos sucesiones, su suma y su producto son las sucesiones: 


a+ B=1(42+ bn), af = (anba ), 
resultantes de la adición y la multiplicación “término a término”. 


3. Si A y B son dos anillos cualesquiera el conjunto de pares (a, b) donde 
a€ A, be Bcon la adición y la multiplicación definidas por 


(a, b) + (4%, d') = (a + a,b + b) 
(a, b) (a”, b”) = (aa”, bb”) 


es igualmente un anillo, llamado anillo producto. 


4. En un anillo A, sea R, una relación de equivalencia compatible con la 
suma y la multiplicación de A. Como hemos visto (cap. 1, $ 5) el conjunto co- 
ciente A/R admite una suma y una multiplicación (operando sobre las clases 
módulo R); A/R es grupo aditivo, es semigrupo multiplicativo, y su multipli- 
cación es distributiva respecto a su adició: A/R es pues, un anillo, llamado 
anillo cociente o, de manera más precisa, anillo de las clases de restos módulo R. 

En particular, si A es el anillo de los enteros Z y R es la congruencia arit- 
mética módulo m, obtendremos el anillo de las clases de restos módulo m, lla- 
mado también anillo de los enteros módulos m. Hemos dado antes (loc. cit.) las 
tablas de adición y multiplicación de este anillo en el caso m = 6. 

Las propiedades generales establecidas, como consecuencia de la distribu- 
tiva, al final del párrafo precedente son válidas en todo anillo A; así tendremos 


CJ). 


A=1 “=1 An=1 


que implica en particular 
(a+ b?=a+abw+ba+b 


y, si a y b son permutables, en particular si el anillo A es conmutativo, 


(+= 024 2ab+ be 
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Para un exponente n cualquiera, el desarrollo de (a + b)", donde a, b son 
dos elementos permutables de A, se obtiene por recurrencia y viene dado por 
la clásica fórmula del binomio: 


n 
(a + bo =a% + narb +... + () ar + bn 


a ea a 


lo que da como expresión del coeficiente general o Cua 


con 


Nan). (A—k +1) ni 
Kk) kl kn —1 


Por otra parte, la multiplicación es distributiva respecto a la sustracción: 
x(a — b) = xa — ab, (a — b)y = ay — by 
y el 0 es elemento lícito para la multiplicación: 
0.2=0=x:0 Vea. 
Es decir, que si, en un anillo, un factor de un producto es nulo, el producto es 
nulo, El reciproco no es cierto: en anillos bastante generales puede muy bien 
ocurrir que el producto de dos factores no nulos sea igual a cero. 

Sea por ejemplo F el anillo de las funciones definidas sobre un conjunto X 
con sus valores en un anillo, por ejemplo en el anillo R de los números reales. 
Si A y B son dos partes complementarias de X y si f, g € F son dos funciones 
tales que: 


fíe)=0 WVxeaA y g()=0 VzxreB 


con f(x) 40 para al menos un z€B, g(x) % 0 para al menos un € A, 
tendremos: 
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Tomando X=R,A=R*=(2;2>0), las funciones f= max (z, 0); 
g = min (x, 0) responden a la cuestión. Se pueden tomar también para f y g 
las funciones características Ca y Cade dos conjuntos A y B complementarios en 
X [Ca (2) =0 para x € B, Ca (2) =1 para x € Al. 

Igualmente, para X= N, las sucesiones 


a =(1,0,1,0,1,0,...),  B=(0,1,0,1,...) 
son tales que 


ag =0(€F), 


bien que a y f sean diferentes del cero del anillo F, es decir, de la sucesión 
(0, O. ...» 0; «.-). 

Lo mismo en los anillos de enteros módulo m podemos encontrar, si m nc 
es primo, productos que son nulos sin que ningún factor lo sea. Así, designandc 
por z la clase módulo m que contiene a x, tenemos 


A) 


m=4, 3: 
3 =1-3, (0,3,1%0. 


m =6, 
Estas observaciones conducen a las importantes definiciones siguientes: 


Definiciones.— En un anillo A (que no suponemos conmutativo) todo elementc 
a para el que puede hallarse al menos un elemento b 4 0 tal que 


ab=0 
se llama divisor de cero a la izquierda; se definen simétricamente los divisores 


de cero a la derecha. Finalmente, se llama divisor de cero a todo elemento x que 
lo sea a la izquierda y a la derecha: 


Jy2€A—(0) talesque  2y=z2zx=0. 

El elemento O es, según esto, divisor de cero. Pero un divisor de cero a la 
izquierda,(por ejemplo) se dice propio o verdadero, cuando no es nulo. Es claro 
que un anillo A sin verdaderos divisores de cero a la izquierda, tampoco los 
tiene a la derecha; un anillo asi, que se llama integro, está caracterizado por la 
propiedad: 

ajo y bAÁO implica abroO 


Esto es como decir, en otros términos, que A*= A —10) es una parte 
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estable para la multiplicación, o sea, un subsemigrupo multiplicativo de A (con- 
siderado A como semigrupo multiplicativo). Es importante señalar que en A* es 
válida la regla de simplificación para los productos, o ley cancelativa. Sea en 
efecto: 


azx= bx, donde _a,b,x€ A* 


Esta igualdad se escribe: 
(a—b)z=0, 


de donde, puesto que x no es divisor de cero a la derecha, 
a—b=0. 


Se llama dóminio de integridad un anillo integro y conmutativo *. 

En cualquier ¿Anillo A, un elemento x se dice nilpotente si existe un entero 
positivo y tal que x= 0. Un elemento 24 0 y nilpotente es divisor de cero. 
En un dominio de integridad no hay otro elemento nilpotente que el O. 


Teorema 1. — Para que el anillo Z/(m) de los enteros módulo m sea un 
dominio de integridad, es necesario y suficiente que m sea un número primo. 

Desde luego, si m no es primo, m = ab con a, b distintos de 1 y de m; las 
clases z, 5 € Z/(m) no son nulas y sin embargo su producto 2b=7k es la clase 
nula. 

Supongamos ahora, m primo: m = p. Si en Z/(p) es a:b=0Ú0ysia y b 
son dos enteros situados respectivamente en las clases z, 5 el producto ab (€ 3.5) 
es múltiplo de p; como p es primo, uno al menos de los números a, b es múl- 
tiplo de p, es decir, en Z/(p) uno al menos de los factores a, b, es igual a 0; 
por lo tanto Z/(p) es un dominio de integridad. 

Se llama subanillo de un anillo B, una parte A de B que sea asimismo 
anillo respecto de la adición y de la multiplicación de B; esto exige que A sea: 

1.2 un subgrupo aditivo de B (de donde A 4 WD); 

2. una parte estable de B para la multiplicación. 

Estas dos condiciones necesarias son suficientes, pues, si se cumplen, la 
multiplicación en A, restricción. de la de B es asociativa y distributiva respecto 
de la adición con A, también restricción de la de B. 

El mismo B y el 4 0 | son siempre subanillos del B, a los que se califica 
de impropios. Los otros subanillos de B, se llaman propios. 

Cualquier subanillo de un anillo íntegro es también integro. 


Ejemplos. — 1. El conjunto de los números pares es un subanillo del anillo 


1 Diversos autores exigen, además, que el anillo tenga elemento únidad. (N. del 7.) 
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de los enteros Z. El anillo Z es un subanillo del anillo G de los enteros de Gauss, 
y también del anillo Q de los números racionales. 


2. Para p primo, el anillo Z/(p) de los enteros módulo p no tiene ningún 
subanillo propio pues, como grupo aditivo de orden primo no admite subgru- 
pos propios. 


La familia F, de los subanillos de un anillo B es una familia de Moore, 
intersección de la familia de Moore de los subgrupos aditivos y de la familia de 
Moore de las partes estables para la multiplicación. La clausura de Moore 
M—M asociada a esta familia define el mínimo subanillo M de B que contiene 
a una parte dada M de B; se dice que M es el subanillo engendrado por M. 
Supongamos en particular que B tiene un elemento unidad e; éste engendra un 
subgrupo aditivo I' = (e), finito o infinito (cf. $ 5) conjunto de los elementos 
ne (n € Z). Pero tenemos: 


y el subgrupo aditivo T' engendrado por e, estable para la multiplicación, es 
también el subanillo engendrado por e; este subanillo es conmutativo y cual- 
quiera de sus elementos es permutable con todos los elementos de B. 

Si A es subanillo de B, se dice también que B es un superanillo de A. De 
manera un poco más general, se dice que un anillo B, es extensión de un ani- 
llo A si contiene un subanillo A” isomorfo a A, es decir si existe una biyección y 
de A sobre A” para la que sea 


p(r + y) = pla) + (y) play) = o(2) ely). 


Dados un anillo B, un subanillo A y un subconjunto cualquiera S de B, 
la intersección 1 de los subanillos X de B que contienen a A y a S, es también 
un subanillo que contiene a A y a S; / es pues el mínimo anillo comprendido entre 
A y B que contiene a S. Se dice que 1 es el subanillo obtenido por adjunción 
de S a A, y se escribe: 


1 = A[S]. 
Si M indica el subanillo engendrado por un subconjunto M de B, se tiene: 


A[S]=A4US 


y por consiguiente, cuando S = $1 U Sa, 


A[S1 U Se] = AUS, US¿= AUS, US, = A[S1] [S2] 
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(según una fórmula del cap. I, $ 5). De este modo se obtiene el mismo subanillo 
adjuntando a A la reunión Si U S2, o adjuntando primero S, a A, y luego S, 
al anillo A[S,] así formado. En particular, se puede reemplazar la adjunción 
simultánea de n elementos az, a2,..., An de B por n adjunciones sucesivas de un 
solo elemento. 

El anillo A[a] obtenido cuando se adjunta un solo elemento a (€ B) al 
anillo A, se llama extensión simple de A. 


Definiciones. — En un anillo A con elemento unidad e (e +0), (según la 
convención antes hecha) un elemento u se llama unidad si es inversible (res- 
pecto a €), es decir si existe un elemento u-* de A que satisface las dos igual- 
dades. 


uu—1 = uu =e. 


El elemento u—* es también unidad. Por otra parte el producto u,u, de dos uni- 
dades es también unidad, puesto que (us) (uz! uz!) = e. El conjunto U de las 
unidades del anillo A, es pues, estable para la multiplicación y nunca es vacío 
puesto que contiene a e y —e. Por lo tanto es un grupo multiplicativo llamado 
grupo de las unidades, Poniendo A* = A— (0 y resulta U < A* pues 0, ele- 
mento lícito para la multiplicación, nunca es inversible, 


Ejemplos. — 1. En el anillo Z de los números enteros, el grupo de las uni- 
dades es el grupo U= (+ 1, — 1 ), cíclico del orden 2. En el anillo de los ente- 
ros de Gauss, G, la igualdad. 


(a + bi) (a* + bi) =1 
implica, tomando módulos 


(02 + 09) (a 4 07) =1 


de donde a? + b*= 1 que admite en Z las soluciones a==1,b=0 y a=0, 
b==1. Tenemos pues, U =([+1,i,—1,—i) grupo cíclico de orden 4. 


2. En el anillo de los números racionales Q, todo elemento no nulo es in- 
versible: tenemos aqui U = Q*. 


Igualmente para el anillo de los números reales, R, y para el anillo de los 
números complejos, C, se tiene, respectivamente, U =R*, U =C*. Estos casos 
notables nos llevan a la definición fundamental siguiente. 


124 ANILLOS Y CUERPOS CAPÍTULO IV 


$ 3. Cuerpos 


Se llama cuerpo a un anillo K con elemento unidad e (e 4 0), y en el que, 
además, todo elemento a % 0 tiene un inverso 41: 


aa =e = aa, 


Un cuerpo K es pues un anillo con elemento unidad y en el cual el grupo de las 
unidades Ues K*=K-—([0). Asi, K* es una parte estable respecto a la 
multiplicación, y por consiguiente, todo cuerpo es integro. 

Inversamente si K es un anillo y K* =K-—(0) es grupo multiplicativo 
(con lo que se sobreentiende que K* no es vacío, y que es estable para la mul- 
tiplicación). K es un cuerpo. En efecto el elemento unidad e del grupo K* es 
elemento unidad del anillo K (puesto que, además, e0 = 0 = 0e) y, por hipótesis, 
todo elemento a % 0, pertenece a K* y posee un inverso. 

Otra propiedad caracteristica de un cuerpo es la siguiente: 

En un cuerpo K, cualesquiera sean los elementos a 4 0 y b, las ecuaciones 


(1) az=b, ya =b 
tienen, cada una, una solución y sólo una 


2 =azlb, y = ba, 


Reciprocamente, sea K un anillo, no reducido a 404, y tal que para todo 
aX%0 y cualquier b, cada una de las ecuaciones (1) admite al menos una so- 
lución, Demostremos que K es un cuerpo, Como no es evidente que K* sea esta- 
ble para la multiplicación, razonaremos de la manera siguiente. Sea a un ele- 
mento particular de K*. Existe al menos un elemento e de K tal que ae = a; 
para todo elemento r de K existe un elemento m de K tal que r = ma, de donde 
re = mae = ma = r; y e es elemento unidad a la derecha; existe igualmente un 
elemento unidad a izquierda e” y se tiene: e'e =e= e”. En fin, para todo ele- 
mento a 4 0, existen un elemento a” y un elemento a” tales que a/a = e = qa” 
y se tiene aaa” = a” = a”; K es, efectivamente, un cuerpo. 

Un cuerpo K, es pues, un anillo que tiene al menos dos elementos, y en el 
que cada una de las igualdades (1) tiene al menos una solución (y entonces 
esta solución es necesariamente única). Esta proposición puede tomarse, tam- 
bién, como definición de cuerpo. 

Un cuerpo cuya multiplicación es conmutativa se llama conmutativo, adje- 
tivo que de ordinario se sobreentiende. Cuando no se supone la conmutatividad 
se prefiere decir que se trata de un anillo de división; y cuerpo oblicuo significa 
en principio, cuerpo con multiplicación no conmutativa. 
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Se demuestra que todo cuerpo constituido por un número finito de elemen- 
tos es conmutativo; este teorema, debido a Wedderburn, será demostrado en 
cap. X, $ 9. Nos limitaremos ahora a dos proposiciones más simples. 


Teorema 1. —Todo anillo integro (en particular todo dominio de integri- 
dad) con sólo un número finito de elementos, es un cuerpo. 

Sea A un anillo integro; A* = A—40 b es como hemos visto, un semi- 
grupo multiplicativo que cumple la regla de simplificación. Y como A* tiene un 
número finito de elementos, será un grupo respecto de la multiplicación (cap. Il, 
$ 2, teor. 4) y A un cuerpo, como queriamos demostrar. 

De este teorema y del teorema 1 de $ 2, resulta, que para todo número pri- 
mo p, el anillo Z/(p) de enteros módulo p, que tiene p elementos, es un cuerpo. 

Los cuerpos con sólo un número finito de elementos, cuya existencia hemos 
establecido, se llaman cuerpos finitos. Su estudio se inicia en Galois: por esta 
razón, se les llama también campos de Galois. 


Ejemplos de cuerpos. — 1. Escribamos, para p =2, las tablas de suma y 
multiplicación del cuerpo de los enteros módulo 2, 40,1 $: 


+|o 41 5 A! 
0|.0. 4 ojo 0 
11 o ato 4 


Del mismo modo se pueden escribir, para valores pequeños de p, (p =3, 5, ...) 
las tablas de adición y multiplicación del campo de Galois Z/(p). 


2. El conjunto de los números racionales Q, el conjunto de los números 
reales R, el conjunto de los números complejos C, son cuerpos. 


3. El conjunto de los números reales de la forma a + by2 en que a, b 
son dos números racionales cualesquiera, es un cuerpo; en efecto a =4a + by/2 
es diferente de cero, cuando a y b no son simultáneamente nulos y entonces a 
admite el inverso. 


El teorema siguiente ofrece un procedimiento fundamental para la cons- 
trucción de cuerpos. 
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Teorema 2.— Todo dominio de integridad D, puede ser sumergido en un 
cuerpo (en otros términos, existe un cuerpo que es una extensión de D). 

Pongamos D— (0)= SS y consideremos el conjunto producto N=DXxS, 
es decir el conjunto de los pares (a, b) de, elementos de D en los que es b 4 0. 
Introducimos en 17 la multiplicación definida por 


(a, b) (a”, b”) = (aa”, bb”) 
y la relación € definida por 


(a, b) E(a1, bx) si  ab=ab. 


En 4=5S x S, subconjunto de II, 8 es la equivalencia utilizada para la in- 
mersión del semigrupo abeliano S, en el que vale la regla de simplificación, en 
el grupo T” = 4/8. Pero dos pares cualesquiera de la forma (0, 6) verifican la 
relación 8, y (0, b) E(x, y) implica xb = 0, esto es, x= 0, puesto que D es un 
dominio de integridad: £ realiza, pues, una partición de 11 en clases disjuntas 
que son, por una parte los elementos del grupo P =A/8, por otra parte las 
clases formadas por los pares (0, b) que llamaremos la clase cero, y denotare- 
remos por 0. Designemos por K= TU (0) = 1/8 el conjunto de estas cla- 
ses. En K, cualquier producto por Ú es igual a 0. 

Para hacer de K un cuerpo (conmutativo), es suficiente definir una adición 
que tenga las propiedades pedidas, y para esto se introduce, por analogía, con 
la teoria elemental de las fracciones (en las cuales D = Z, anillo de los enteros), 
la suma de dos pares (a, b), (a, b') definida en 17 por 


(a, b) + (a, b') = (ad + ba, bb). 


Si se reemplaza uno de los dos pares, (a, bh) por ejemplo, por un par 
(a,, b,) equivalente a (a, b) módulo 8, la suma queda reemplazada por un par 
equivalente, pues la igualdad ab, = a,b implica 


(ab” + ba”) bib' = (ab + bra”) bb” 


La relación de equivalencia 8 es, pues, compatible con la adición definida en 1] 
lo que permite definir, mediante ésta, una adición en K = I1/€. 

Las clases representadas por los pares de la forma (am, m), que se corres- 
ponden biyectivamente con los elementos a de D, se adicionan como estos ele- 
mentos, puesto que tenemos: 


(am, m) + (am”, m') = ((a + a”) mm', mm'). 
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Estas clases particulares forman, pues, un conjunto D isomorío a D, para la 
adición y la multiplicación. 

La adición de K es conmutativa, porque la adición de II claramente lo es. 

Si a, a”, a” son tres elementos de K, representados respectivamente por los 
pares (a, b), (a”, b'), (a”, b”),el par (ab'b” + a'b”"b + a“bb”, bb'b”) representa, tan- 
to (a + a') + a*como a + (a + a”), lo que expresa la igualdad de estas dos 
expresiones y por consiguiente la asociatividad de la adición definida en K. La 
clase % es elemento neutro para la adición; la suma de las clases representadas 
por (a, b) y por (—a, b) es 0, K es, pues, un grupo abeliano respecto de la 
adición. 

Demostremos finalmente, que en K, la multiplicación es distributiva respecto 
de la adición. Si p es un elemento de K representado por el par (7, s), el elemen- 
to pla + a”) estará representado por el par (r (ab” + ba”), sbb”), mientras que 
pa + pa” está representado por el par 


(ra, sb) + (ra, sb') = (rs(ab' + ba”), s2bb') 
equivalente, módulo 8, al precedente, de donde la igualdad 
pla + a”) = pa + pa”. 


En definitiva, K es un cuerpo, llamado cuerpo de fracciones (o cuerpo de 
cocientes) del dominio de integridad D. Puesto que TP” = 4/8 es un grupo mi- 
nimal sobre un semigrupo multiplicativo “$ isomorfo a S, será K =IT/8 un 
cuerpo minimal incluyendo a un anillo D isomorfo a D. 

Para D=Z, el cuerpo obtenido por este procedimiento es el cuerpo de los 
números racionales Q. 


Definición. — Se llama subcuerpo de un cuerpo K un subconjunto H de K 
que también es un cuerpo (respecto a la adición y a la multiplicación de K). 
Para esto es necesario y suficiente que H sea subgrupo aditivo de K y que 
H* =H— (0) sea subgrupo multiplicativo de K* =K—(0). 

Para que un subanillo S de K sea un subcuerpo, es necesario y suficiente 
que, para todo elemento s € S— (0) = S*,el inverso s—* de s en K, sea tam- 
bién elemento de S*. 

Si H es un subcuerpo de K, se dice también que K es un supercuerpo de H. 
Se llama extensión de un cuerpo K a un cuerpo L que contiene un subcuerpo iso- 
morfo a K. En particular, un supercuerpo es una extensión. Para más precisión, 
es frecuentemente cómodo, en la teoría de cuerpos, considerar una extensión 
como el par constituido por el supercuerpo L y el subcuerpo K, y designar esta 
extensión por la notación L:K o L/K (“L sobre K”). 
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Cualquier intersección de subcuerpos de un cuerpo K es subcuerpo de K, y, 
por consiguiente, los subcuerpos de K forman una familia de Moore. La clausura 
de Moore X —> X correspondiente, asocia a cada parte dada X de K, el menor 
subcuerpo X de K que contiene a X. 

Dados un cuerpo K, un subcuerpo H, y un subconjunto cualquiera S de K, 
la intersección 1 de los subcuerpos de K que contienen a H y a S es el menor 
cuerpo A comprendido entre H y K que contiene a S. Se dice que este subcuer- 
po se ha obtenido por adjunción de S a H (o adjuntando S a H), y se escribe: 


4 =H(S). 


Si X designa el subcuerpo engendrado por un subconjunto X de K se tiene 


H(S) =HUS 
y por consiguiente, cuando S = $1 U Sa, 


H(S1 U Sa) =HUS,US,=HUS, US, = H(S1) (Sa) 


Se obtiene pues el misma subcuerpo adjuntando a H la unión $, U Sa, que ad- 
juntando primero S, a H, y después S, al subcuerpo H(S,) así formado. En 
particular se puede reemplazar la adjunción simultánea de n elementos a,, ay, 
«»: an de K por n adjunciones sucesivas de un elemento cada vez. Un cuerpo 
obtenido adjuntando a H un solo elemento a (€'K) se llama extensión simple 
de H y se indica por H(a). Jr 

El elemento unidad e del cuerpo K engendra un subcuerpo IT = (e), evi- 
dentemente contenido en cualquier subcuerpo X de K, puesto que e € 2. Por 
esto, IT es la intersección de todos los subcuerpos de K y no tiene más subcuer- 
pos que él mismo. Se expresa esta propiedad diciendo que 17 es un cuerpo pri- 
mo, o que es el subcuerpo primo de K. 

El subcuerpo primo /] de K contiene el subanillo T' = (ne;neZy 
engendrado por el elemento unidad e, anillo íntegro y conmutativo. Si T' es un 
subcuerpo, debe ser 1] = T' y 1 es conmutativo; este caso se presenta por 
ejemplo para el cuerpo K= Z/(p) de los enteros módulo p; tendremos aquí 
T=H=XK, y K es primo. 

Si el dominio de integridad T' no es un cuerpo, el conjunto P de los ele- 
mentos me(ne)—1 (m, n€ Z, ne % 0), contiene al O y con cada elemento su 
opuesto, ya que (— m)e » (ne), es opuesto del antedicho. Además tenemos — + 


me- (ne) + m'e - (n'e) 2 = (mn' + m'n) e - (nn'e) 


(como se ve multiplicando los dos miembros por ne-n'e). Por todo ello P es un 
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grupo aditivo. En cuanto a P*=P-—(0) es el conjunto de los elementos 
me» (ne) (me 4 0, ne 4 0) que es un grupo multiplicativo, luego P es el 
menor subcuerpo que contiene a e: tenemos pues P=1T y, también aquí, IT es 
conmutativo. Así: k 


Teorema. — El subcuerpo primo 11 de un cuerpo K cualquiera es conmuta- 
tivo; si no coincide con el subgrupo aditivo (o el subanillo) T=fme,;meZ) 
engendrado por e, es el conjunto de los elementos me - (ne) (m, n € Z, ne 4 0), 
cuerpo de fracciones del dominio de integridad E 


El estudio de las propiedades aditivas de los anillos nos va a permitir pre- 
cisar la distinción entre los dos casos ”=NM y TP AH1. 


$ 4. Grupo aditivo de un anillo. Característica 


Estudiemos el grupo aditivo A, de un anillo A y sus subgrupos cíclicos 
(2) =(f..., —2,0, 2, 2x, ...), 7 € A. Esto nos llevará a la importante noción de 
característica, 

Designemos por v(x) el orden del grupo cíclico (x) engendrado por x. Este 
v(x) será, o un entero natural, o infinito. Para que 


ni =0 (n entero > 0) 
es necesario y suficiente: 
Si v(x) es finito, que n sea múltiplo de v(x): 


n= Av(x)  (Aentero> 0) 


si v(x) es infinito, que 
n=0 


Distingamos entonces los dos casos siguientes, que se excluyen mutuamente: 
l. Existe al menos un entero m > 0 tal que se tenga 


mi=0 Vxe€aA. 


Resulta que v(x) no es infinito para ningún x; v(x) es necesariamente igual 
a un divisor de m, y por consiguiente no toma más que un número finito de va- 
lores, vi, ..., Vx cuando x recorre A. Existe, pues, un entero positivo minimo N 
tal que se tenga: 


Nz=0 VzxeEaA, 


9 DumaziL 
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Este N no es otro que el m.c.m. de los enteros va, ..., Vx. Cualquier entero positivo 
m tal que Ñ 


mi=0  VxeaA. 


Será múltiplo de los vi, luego también de N. 
Se dice entonces que el anillo A es de caracteristica no nula, N. 


IL No existe ningún entero positivo m tal que sea 
mi=0 VzecaA 
Este caso es aquel en que el conjunto de los v(x) no está acotado superior- 


mente, sea porque v(x) es infinito para al menos un x, sea porque v(x) tome una 
infinidad de valores finitos, o sea, en fin porque se den esas dos circunstancias 


a la vez, 
Entonces, O es el único entero positivo o nulo n tal que 
ni=0 Vx€aA. 


Se dice que A es de caracteristica nula .2 


Consideremos el caso de un anillo R. que posea al menos un elemento r 
no divisor de cero a un lado, a la derecha por ejemplo: 


ar=0 implica a=0 


(R no lo suponemos conmutativo). Para todo entero natural n y todo elemento x 
de R, se tiene: 


(nza)r = x(nr) 


luego, si nr =0, (nx)r = 0, de donde nx =0. 
Entonces si el grupo aditivo (r) es de orden finito v(r), se tiene 


v(rja =0, Vier. 


El orden v(x) de (x) no es infirfito; es un divisor de v(r), el anillo R es de ca- 
racteristica no nula, N = w(r). 


1 Algunos autores dicen que A es de característica infinita, y otros que es un anillo «in 
característica. (N. del T.) 
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Por consiguiente, o bien R es de caracteristica nula, y entonces todos los 
no divisores de cero a la derecha o a la izquierda engendran grupos cíclicos 
aditivos infinitos; o bien R es de caracteristica N 4 0,y entonces todos los 
no divisores de cero a la derecha o a la izquierda engendran grupos cíclicos 
aditivos de orden N. 

Además si, en el anillo R,se tiene una relación de la forma nr =0 (n nú- 
mero natural), donde r no es divisor de cero a la derecha o a la izquierda, n es 
nulo si R es de característica nula; y n es múltiplo de v(r) y, por tanto, de la 
característica N, si esta no es cero: se puede decir en todo caso, que n es múl- 
tiplo de la característica N. 


Casos particulares. — 1. Un anillo A con elemento unidad e (e 4 0), está en 
el caso precedente. En efecto, ae = 0 se escribe a = 0 luego e no es divisor de 
cero. Si v(e) es finito, A es de caracteristica N = v(e) 4 0; si no, A es de ca- 
racterística nula. 


2. Sea A un anillo integro y no reducido al cero: AF (0). 

Lo que precede se aplica, todo elemento no nulo desempeña el papel de r. 
Todos los grupos cíclicos aditivos (x), distintos de (0), tienen el mismo orden, 
infinito si la caracteristica es nula, igual a la caracteristica N si ésta es diferente 
de cero. 

Además, siendo A integro, la característica es un número primo p. En efecto, 
la característica N es diferente de 1, puesto que, por hipótesis, existe en A al 
menos un elemento z% 0. Si fuese 


N=nn mn+1,n 41), 


los factores n, n' serían inferiores a N, y para todo elemento a0 de A, ten- 
dríamos: 


na 0, naXo0, 
de donde 
(na) (n'a) 4 0, 


lo que es contradictorio, puesto que 


(na) (n'a) = nn'a? = Na? =0. 


Por lo tanto la característica de un anillo integro (en particular de un 
cuerpo, o de un dominio de integridad), o bien es nula, o bien es un número 
primo p. Esto enseña que no podremos, en cualquier grupo aditivo abeliano A+, 
definir una multiplicación asociativa y distributiva respecto a la adición, que 
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haga de A, un anillo integro A: Para poderlo hacer es necesario que A, sea, 
o bien un grupo sin torsión, o bien un grupo con torsión en el que el orden de 
todos los elementos sea un mismo número primo p. 

En un anillo A, de caracteristica p (p 4 0 y primo), con elemento unidad e, 
el subgrupo aditivo (e) = (0, e, ..., (p — 1)e) engendrado por e, es un sub- 
anillo conmutativo Tisomorfo a Z/(p) cuerpo de los enteros módulo p: T' es, 
Pues, un cuerpo y como, por construcción, no admite subanillos propios, no tiene, 
a priori, subcuerpos propios y todo cuerpo eventual contenido en A contiene a 
e, y por ende a JT. Así todo anillo A de caracteristica p (p primo) con elemento 
unidad e, contiene a un subcuerpo mínimo TI” = £0, e, ..., (p — 1)e ),isomorfo al 
cuerpo de los enteros módulo p. 

En particular, para un cuerpo K de caracteristica p, T' no es otra cosa que 
el subcuerpo primo Il, éste tiene, pues, p elementos y es isomorfo al cuerpo de 
los enteros módulo p, Z/(p). 

Para un cuerpo K de caracteristica nula, el grupo aditivo I” = (e) es infinito, 
es isomorfo a Z (como grupo aditivo y como anillo) y el subcuerpo primo II 
de K, 


II = (me: (ne); m,n€Z, ne 4 0 donde n 4 03 


es isomorfo al cuerpo de los racionales Q. 

Para los anillos conmutativos de característica p (p 4 0 primo), incluyen- 
do visiblemente el cuerpo Z/(p) de los enteros módulo p, se obtienen notables 
reglas de cálculo. En el desarrollo de (x + a», 


(a + a) = 29 + parla +... + (.)o-« +.uto, 
el entero k 


Na 0-00 +1 
1 El 


es, para k= 1,2,..., p—1, igual a un múltiplo de p (cap. 1, $ 6). Se tiene pues 


(*) —ar=0, (k=1,..., p—1), 
y por consiguiente 
(x= + a)? = 22 + ar 
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Sustituyendo x por x—a, se obtiene 


2? = (1 — a)? + ar, 
es decir 
(1 — aj? = xP — ap 


Estas fórmulas implican sucesivamente 


(a +... + dr)? =aP +... + a, 
(2 + a) = 2 + ar, 
((—a=»P—a?, ((=1,2..). 
Suponiendo ahora que A posee un elemento unidad e y tomando 
4=%4=..=4=e 
resulta, escribiendo r,en vez de re (€ A), 


=P (r€ A), 


Esta relación es válida, en particular, para el cuerpo de los enteros módulo p: 
volviendo al anillo de los enteros 2 0,Z se obtiene: 


2? = zx (p), Viez 


(teorema de Fermat) 


$ 5. Anillos de series formales y anillos de polinomios sobre un anillo 
conmutativo 


Consideremos un subanillo A de un anillo conmutativo B con elemento uni- 
dad e; suponemos que e pertenece también a A, y nos proponemos estudiar una 
extensión simple  A[a] de A(a € B,aé A). 

El anillo A[a] contiene, con a, sus potencias, y también todas las sumas 


” 
lo + Ma + ... + Ana” = > Qyal, 41€ A, nentero> 0 


i=0 
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(conviniendo en poner a” = €). Una suma tal, donde supondremos a, 3 0, se 
llama expresión polinómica de grado n en a, de coeficientes en A. Suponiendo 
B conmutativo, el conjunto P de estas expresiones polinómicas es un subanillo 
de B, contenido en A[a]. Pero, por otra parte P incluye a A, conjunto de expre- 
siones polinómicas de grado 0, y también contiene a 0 + a = a; tenemos, 
pues, A[a] < P y por consiguiente la igualdad: 


Ala] =P. 


Asi, con las hipótesis hechas (B anillo conmutativo, con elemento unidad e 
contenido en el subanillo A), la extensión simple Ala] es el conjunto P de las 
expresiones polinómicas 


> Qal, (a € A) 


i=0 


'Ejemplos. — 1. Tomemos como anillo B el cuerpo de los números comple- 
jos C, como anillo A el anillo de los enteros Z, como elemento a el número i. 
El anillo A[a] = Z(i) es el conjunto de las expresiones polinómicas a, + a,i + 
+... + Qui"; pero como ¡ verifica la igualdad ¡24 1=0, cada una de estas 
expresiones puede escribirse en la forma a+ bi, con a, be Z: el anillo Z(i) 
es el anillo de los enteros de Gauss G. 


2. Consideremos el anillo B de las funciones: 
f r=f4t) 
definidas sobre el cuerpo de los números reales R y tomando sus valores en R. 
B es una extensión de R, puesto que R es isomorfo al subanillo A de B formado 
por las “constantes”: 
Y r>—c(€R) VreR. 
Tomemos para a la función definida por la aplicación idéntica: 


a r=>r VreR 


(se advierte que el anillo B tiene como elemento unidad la constante 1, y no la 
función a). El anillo A[a] es el conjunto de las funciones 


do + 414 +... + Opa” SS 
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(a+ € R) llamadas funciones polinómicas sobre el cuerpo de los números rea- 
les R. Según las propiedades elementales de estas funciones, 4, + Ma +... ... 
+ Ana” coincide con la constante O cuando todos los a; son nulos, y sólo en 
ese caso. 


Nota. — Si se consideran un cuerpo conmutativo K, un subcuerpo H y un 
elemento a de K no perteneciente a H, el subcuerpo H(a), extensión simple de H, 
es el subcuerpo engendrado por el anillo H(a), es decir, el conjunto de las expre- 
siones racionales: 


do + 010 + ... + Qra? 
bo + ba +... + bsos 


(as, bi € H) 


cociente de una expresión polinómica cualquiera 


> aja! € H[a] 
o 


por una expresión polinómica no nula 


> bj € Ha] — (0). 
0 


Demos ahora la definición algebraica del anillo S de las series formales y 
del anillo P de los polinomios en x sobre un anillo dado A, que no suponemos 
necesariamente conmutativo. 

Consideremos el conjunto S de las sucesiones 


a = (4o, 41, ..., Gn,» =([4n), 0H € A. 


Una sucesión tal es una aplicación del conjunto No = (0, 1,..., n,... J en 
A; dos sucesiones a = (an), B= (bn) son, pues, iguales si an = b, para 
todo rRE No y sólo en este caso. Introduciremos en S una suma término a tér- 
mino: la sucesión (an) + [bn] será, por definición, la sucesión [ An + bn). 


Después definiremos en S una multiplicación, diferente de la considerada ante- 
riormente, que era la multiplicación término a término (8 2, ej. 2). Para evitar 
toda confusión, y destacar la analogía con el cálculo de series enteras practi-= 
cado en Análisis, daremos a los elementos de S el nombre de series formales. 
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El producto af de dos series formales a = [ a, ), B = [ bn) será por definición, 
la serie formal % = [ pn) cuyos coeficientes están dados así: 


[| po = aobo 
pi = a0br + arbo 


Md rr 


El conjunto S de las series formales con coeficientes en A, al que se dan 
esta adición y esta multiplicación, tiene las propiedades siguientes: 

1. S es grupo abeliano respecto a la adición. 

2.2 La multiplicación de S es asociativa, pues, dadas tres series formales 
a=(41), B= (dx), y = [Cn ), el coeficiente general r, de la serie p =(aB)y 
y el coeficiente general ra de la serie p” = a(By) tienen ambos por expresión 


ADC. 
Auto a 


3.2 Si el anillo A es conmutativo, la multiplicación de S es conmutativa. 
4.2 La multiplicación de S es distributiva respecto de la adición puesto que 
el coeficiente general de la serie (a + a”)B es 


Y (+40 = Y a0,+ Y ap 


Au=A Abu=n Abu=n 


y este es, visiblemente, el coeficiente general de la serie af + a'f (vale un razo- 
namiento análogo para la ley distributiva a la izquierda). 
S es pues, un anillo llamado anillo de las series formales sobre el anillo A. 
El conjunto de las constantes, es decir, de las series formales 


[00,0,...,0,..p  (44=0 Vn> 1) 


es un subanillo 4 de S, isomorfo a A; S es, pues, una extensión del anillo A; en 
lo sucesivo identificaremos A y A. 
Es cómodo utilizar, según el uso, las notaciones siguientes. 
Consideremos un semigrupo multiplicativo monógeno 


ÁA=42, 2) 8%; 0.) 
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libre, es decir, tal que AX p implica zi 24, y las sumas formales 


al2) = Y an? = do de 002 de co e ad 


n=0 


donde an € A y, por convención, aga? = ao, Dos de esas sumas : 


e 


Y anzr, > dazn, 


n-0 n-0 


serán, por definición, iguales si, y sólo si, es an = bn para todo n; esto lo tra- 
duciremos en dar al generador x de 4 el nombre de indeterminada (sobre el 
anillo A). Asociando a 


a(z) = SS ana” 


con la serie formal ( a, ), definiremos una aplicación biyectiva entre el con- 
junto “S de las sumas formales y el conjunto S de las series formales, lo que 
nos permite definir en “$ una adición y una multiplicación que le constituyen en 
un anillo isomorfo al S: 


S aio y a Y da da, 


[62 e) E har) = ho Pra, 


n-0 n-0 n-0 


con 


Pn= EN 21D, 


Abu=n 


Haciendo abstracción de las cuestiones de convergencia, y considerando, 
incluso cuando A no es conmutativo, que la indeterminada x es permutable con 
cada elemento de A, esta adición y esta multiplicación no difieren de las que se 
han considerado en Análisis para las series enteras de una variable. Convendre- 
mos para lo sucesivo, en identificar S y Y. 
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Nota. — Cuando el anillo A posee un elemento unidad e, se puede tomar 
para indeterminada la serie formal 


z=(0,€,0, ..., 0, ... 


Esta serie engendra, en efecto, un semigrupo multiplicativo monógeno infinito, 
pues se tiene: 


qn = £0,0, ..., 0, €, 0, ...) 


donde e ocupa el lugar de orden n + 1. Convengamos por otra parte, en iden- 
tificar A y A,es decir adn € Á con la serie [ an, O, ..., 0, ..); tenemos 


aner = (0,0, ..., 0, Qn, 0, «.. ). 


En fin, dada una familia de series a) = (af" y, (k =0, 1,..., m, ...Jtal, que 
para cada indice n' exista solamente un número finito de valores de k para 
los cuales af es diferente de O, designemos por Ss, la suma (en A) de estos 
ak 4 0; diremos que la serie y = [Sn Jes por definición la suma de las series a*) 


y escribiremos 
o= >, ale), 
k 


Se ve que estas definiciones permiten dar un sentido preciso a la escritura sim- 
bólica introducida anteriormente: 


a 


L 00, Q1, ...y ny... = > ant”. 


2-0 


Desde luego, cuando A no tenga elemento unidad, la indeterminada x no 
podrá ser considerada como un elemento del anillo S de las series formales, 


En cualquier caso, el anillo de las series formales en % con coeficientes 
de A será designado por la notación A[[=]]. 

Una serie formal en la que sólo el coeficiente a, es diferente de cero, se llama 
monomio de grado n, y se escribe anx”. Aplicada a dos monomios, la regla que 
define la multiplicación da 


(4m27) (ar2") = amaramtr, 
lo que pone en evidencia la permutabilidad de la indeterminada x con los ele- 


mentos de A. 
. 
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Una serie formal en la cual hay solamente un número finito (> 0) de coefi- 
cientes a, diferentes de cero se llama polinomio. El mayor índice m, para el que 
Am es diferente de cero, es el grado del polinomio (se advertirá que el grado del 
polinomio cero no está definido), el monomio mx” es el término director, o 
principal, del polinomio; su coeficiente, dm, es el coeficiente director (o princi- 
pal) del polinomio. Para designar un polinomio de grado m, se emplea gene- 
ralmente una de las notaciones: 


m 


fa) = yA al = do + MT +... + 0mt7. 


i=0 


Los polinomios en x de coeficientes en A forman un subanillo P del anillo 
de las series formales S. P contiene como subanillo a A (identificado al anillo 
de constantes). En el anillo P, todo polinomio es la suma de los monomios ajx* 
que figuran en él; y el producto de polinomios coincide con el calculado como 
producto de sumas de monomios, teniendo en cuenta la propiedad distributiva 
y la regla de multiplicación de dos monomios. 

Si el anillo A tiene un elemento unidad e, x es un polinomio (con a, =e 
y 4:=0 para ¿+ 1, poniendo ex = x); entonces el anillo de los polinomios P 
es, en S, la extensión simple de A obtenida por adjunción de x; se escribe, 
pues, 

P = Alz] 


y es costumbre conservar esta notación cuando A no tiene elemento unidad 
(constituye así un abuso de escritura, pero no trae consigo inconvenientes reales). 


Nota. — Dado un anillo A, puede ser útil considerar simultáneamente dife- 
rentes indeterminadas, x, y, ... y los anillos A[[x)), A[[y]], ... ; estos anillos son 
isomorfos entre sí, puesto que todos son isomorfos al anillo S de las series 
formales consideradas como sucesiones de sus coeficientes. Los anillos de poli- 
nomios A[x], A[y], ... también son isomorfos. Se resumen estas propiedades 
diciendo que, dado el anillo A, el anillo A[[x]] o el anillo A[x] están definidos 
a menos de un isomorfismo, o salvo isomorfismos. 


Teorema 1. —Si el anillo A es integro, el anillo de las series formales A[[z]] 
también lo es 


Sean 


«eat p=> 18 
¿-0 


1 Este teorema y el siguiente son ejemplos de los que en Algebra se MHaman teoremas de 
tránsferencia. En elos se determinada propiedad, válida para un conjunto A con 
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dos series formales no nulas; designemos por A el menor índice tal, que a, sea 
distinto de cero, y por y el menor índice tal que b, no sea nulo. El coeficiente 
de índice A+ y en la serie producto af es azb, 0, y, por consiguiente, af 
es distinto de la serie nula. 


Corolario. — Si A es un dominio de integridad, A[[x]] también lo es. 
Efectivamente, porque hemos visto que la conmutatividad de la multipli- 
cación se conserva cuando se pasa A a A[[=]]. 


Teorema 2.— El producto de dos polinomios: 


pe ¿=» tu 
i=0 


j=0 


del anillo A[x], de grados m, n, respectivamente, es, o bien el polinomio nulo, 
o bien un polinomio de grado no superior a m +. 

Si A es integro, el producto fg es de grado m + n, y A[x] también es un 
anillo íntegro. Si A es un dominio de integridad, también los es A[x]. 

En el producto fg, todos los coeficientes de indice superior a m + n son 
nulos; el coeficiente de xm+n es amb, y tendremos Am 0 y bn 0. De esto 
se deduce el teorema. 

Si el anillo A es integro, el producto de dos polinomios que no sean cons= 
tantes no es constante; por consecuencia, las unidades del anillo A[x] son las 
constantes u que sean unidades de A; si A es un cuerpo K, éstas son todos los 
elementos no nulos de K. 


Nota. — La caracteristica de un anillo A es también la de los anillos A[x 
y All. 

Estos mismos principios permiten definir, a partir de un anillo A el anille 
de las series formales S, = A[[x,, Xy...» Xr]] y el anillo de los polinomios 
P,= Al[X,, Xy --, Xr] en r indeterminadas x, ..., X», siendo r un entero positivo 
cualquiera. Limitémonos para simplificar la escritura al caso r=2 y desig- 
nemos las dos indeterminadas por x e y. 

Consideremos un semigrupo multiplicativo engendrado por x e y, 


Ar = (2,8; ..., 29Y", «.. ) 


y libre, es decir tal que la igualdad vy* = My" exija A=2M, p =p". Con- 


cierta estruet a algebraica, es también válida para una extensión A” de A, que se construye a 
partir de 4 con determinado procedimiento, 
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sideremos de otra parte las series formales 


amy YD emarmy,  (0mn EA) 


m=0 n=0 


donde por convención a0%y? = do, Gm oT"Y? = Am,02", y don Py” = lo,ny”. 

Dos de tales series, de coeficientes 4m,n, Dm,n Son, por definición, iguales si 
Am,n = Dm,n cualesquiera sean m y n. La adición de series formales se realiza 
término a término, y la multiplicación se define por la fórmula: 


(3 a) : (2 Str) = a Sas 
donde Pm,n = a mb 


El conjunto S, de las series formales a(x, y) con esta adición y esta multi- 
plicación es un anillo, extensión de A y también de A[[x]], pues las series 
formales sin términos en y, es decir, en las que dm,n =0 para todo n 40, 
constituyen un subanillo isomorfo a A[[x]], al que convendremos en identificar 
con éste. Del mismo modo S, contiene a A[[y]] como subanillo. Escribiremos, 
para lo sucesivo, S, = A[[x, y]]. 

Llamamos monomio a una serie formal en la que sólo un coeficiente Aam,n 
es diferente de cero, y lo escribiremos am,na”y” ¡el grado de este monomio es 
m + n. Aplicada a dos monomios, la regla para la multiplicación da: 


Am,nE My” + by «y? = Om,nbr,s + IMPTynte, 


Esto implica como vemos, la permutabilidad de las indeterminadas x, y entre 
ellas y con los elementos de A. 

Llamamos polinomio en x, y, a una serie formal a(x, y) en la que hay sólo 
un número finito (> 0) de coeficientes no nulos; su grado es el máximo grado 
de los monomios que en él figuran efectivamente (es decir, con coeficiente no 
nulo). Los polinomios así definidos forman un subanillo P, = A[x, y] de S,, en 
el que está contenido A como subanillo. En este anillo P,, todo polimonio es, 
como en el caso de una indeterminada, la suma de los monomios que lo compo- 
nen, y el producto de dos polinomios coincide con el producto que se obtiene si 
se les considera como sumas de monomios (para el que se deben aplicar la 
propiedad distributiva y la regla de multiplicación de monomios). 
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Finalmente el anillo A[x,-y] es el mismo A[z] [y] que se obtendría formands 
el anillo de polinomios en y con coeficientes en A[x]. 

En el anillo A[x,,x,, ..., xy] de polinomios en X,, X,, ..., X» Sobre A, es 
decir, con coeficientes en A, se llama polinomio homogéneo, o forma de grado n, 
a un polinomio en el que todos los monomios con coeficientes distinto de cero, 
tienen el grado n. El producto de dos formas es una forma y, si el producto no 
es nulo, su grado es la suma de los grados de los factores. 

Un polinomio cualquiera de grado n es la suma de partes homogéneas de 
grados respectivos 0, 1, 2, ..., n (pudiendo ser algunas nulas). Resulta, por ello, 
que el producto de un polinomio f de grado m por un polinomio g de grado n 
es un polinomio, de grado a lo más m + n. Si A es un anillo íntegro el grado del 
producto es exactamente m + n. Es suficiente, para probarlo, ordenar los mo- 
nomios que figuran en cada: polinomio poniendo: 


e <a ar 
si 
atar +. ar<Br+ Bat... + Br 
O si 


ata. +ar= Br+ Ba +... + Br, ar = Br, ..., Ar = Bret, ax < Br 


(1< k < r). Esta relación de orden es respetada por la multiplicación. El último 
monomio del producto fg, es el producto de los últimos monomios de f y g, lo 
que establece el resultado. Por lo tanto, si A es integro, el anillo A[X,, Xy ==, Xr] 
lo es también, 

Un razonamiento análogo hecho sobre los primeros monomios con coeficientes 
no nulos que figuren en las series formales demuestra que, si A es integro, 


A[[X,, Xo -»:» Xr]] también lo es, 

Si A es un dominio de integridad, el anillo de polinomios A[x,, X,, ..., Xr] = 
P, lo es también, y su cuerpo de cocientes K,, se llama cuerpo de las fracciones 
racionales en X,, Xy, ..., Xr Sobre el anillo A, y se denota así: 


Ke: ==A(U1; «<, %r). 


Si 4 es el cuerpo de las fracciones de A, es claro que también se tiene: 


K, = 4%, ..., %r). 
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Consideremos, con el anillo, A, un superanillo B de A, que puede coincidir 
con A, y que no suponemos conmutativo. Sea: 


H%1, «<-> Tr) = Za, A 


un polinomio del anillo P,= A[x,, ..., xr]. 

Si b,, b,, ..., b, son r elementos (distintos o no) de B, resulta cómodo llamar 
punto, y designar por b, al elemento b= (b,, ..., br) del conjunto producto Br. 
El elemento 


o = arco rap DP +. D7 


del anillo B obtenido reemplazando x, por bi (i= 1, 2, ..., 1) €n f(X,, Xy «<<, Xr) 
se llama valor del polinomio f en el punto b y se designa por f(b,, ..., br). 
Si g es otro polinomio de P, y ponemos f + g = s, tenemos 


S(Br, 22, Dr) = (01, «.:, Dr) + E(B1, «<<, Dr) 5 


el valor de la suma de dos polinomios, f, g , en un punto b es la suma de los 
valores de f y de g en ese punto. 

Si ahora consideramos el polinomio p= fg, producto de los polinomios 
dados, no es cierto en general que su valor en el punto b sea el producto de los 
valores de f y de g en ese punto. En efecto, el cálculo de p a partir de f y g se 
basa en el hecho de ser permutables las indeterminadas entre sí y con los coefi- 
cientes de f, elementos de A. Ahora bien, los elementos b; del anillo B por los 
cuales se reemplazan las x; no poseen, en general, esa permutabilidad. 

Por ejemplo, el producto de polinomios f = — ay, g = 1 — GalW, da E A) 
es el polinomio: 


p(=) = (1 — a1) (1 — ds) = 2? — (a + a2)z + arts 
y tenemos 
plas) = aj — (as + azjas + a102 = Arda — Ugaz 


y, por consiguiente, en un anillo A no conmutativo, a, no anula al polinomio 
p(x)=(x—Aa,) (x—a,), salvo cuando a, y a, sean permutables. 

Si, por el contrario, los elementos b; considerados antes, en el anillo B, son 
permutables entre sí y con cualquier elemento de A, en particular, si el anillo B 
es conmutativo, la igualdad: 

PlLy> «a, Tr) = (Ur, «0, 2r) B(21, «0, Tr) 


entre polinomios de A[x,, ..., xr]; implica: 


Plbr, ..., dr) = f(D1, -.-, dr) g(D1, «.-, br) 
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y, por consiguiente, toda relación entre polinomios del anillo A[x,, ..., xr] re- 
sultado de adiciones y multiplicaciones combinadas, permanece cierta cuando 
se reemplazan las indeterminadas x; por los antedichos elementos b; (princi- 
pio de sustitución). 

El hecho de no cumplirse el principio de sustitución sin hipótesis conve- 
nientes de permutabilidad entraña, para las propiedades de los anillos de poli- 
nomios y las ecuaciones algebraicas, diferencias importantes entre el caso con- 
mutativo y el caso no conmutativo; más adelante tendremos ocasión de insistir 
sobre esto. 

Dado ahora un polinomio fijo f € P,, asociemos a cada punto b de Br el 
valor v = f(bx, ..., b,) que toma f en ese punto. Definimos de este modo, a partir 
de f, una aplicación de B" en B: 


qe bo 


llamada función polinómica, o función polinomio. 

Esta función polinomio no debe ser confundida con el polinomio en sí. En 
efecto, es bien sabido que, si A y B coinciden con el cuerpo de los números 
reales R, un polinomio f(x) € R[x] está perfectamente caracterizada por la fun- 
ción polinomio asociada f* (es decir f* = g* sólo se cumple para f = g); pero 
existen anillos en los cuales desaparece esta propiedad. Tomemos por ejemplo: 


A=B=2Z/(2) = (0,1). 


Para cualquiera de los polinomios, X, x?, ..., Xx”, ... € A[z), la función corres- 
pondiente es la aplicación idéntica de A sobre sí mismo; y todavía, cualquier 
polinomio no nulo x"—x” (m + n)toma el valor de Ú para todo valor de x en 
el anillo A. Este importante fenómeno, es la razón de que hayamos introducido 
los polinomios con un método independiente de la noción de función, 

Suponiendo el anillo B conmutativo, consideremos la aplicación f >f*, que 
asocia a cada polinomio f de A[x,, ..., xr] la función polinómica f*. A los po- 
linomios s =f + g y p= fg corresponden respectivamente, según el principio 
de sustitución, la suma f* + g* y el producto f*g*: 


+ or =f+8 (et =f*", 


y por consiguiente, en el caso conmutativo, la aplicación f > f* respeta la adición 
y la multiplicación. 


Sea A un anillo cualquiera (al que no suponemos conmutativo, ni integro, 
ni con elemento unidad). Nos proponemos definir en el anillo de los polinomios 
P,=A[x] una división con resto generalizada. 
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Teorema 3.—Si el coeficiente director, a, de un polinomio de grado m, 
¡€ Alzx], es permutable con cada uno de los otros coeficientes de f, existe, para 
todo polinomio p, de grado n, del anillo A[x], al menos un par de polinomios q 
y r de este anillo verificando la igualdad 


arp(z) = f(x) q(z) + ríz) 
con? 


k =máx (0,n —m + 1) 


r=0 0 gradoder<m. 


Si, además, a no es divisor de cero a la izquierda en el anillo A, el par (q, r) es 
único, 


La determinación de los polinomios q y r es la división generalizada a la 
derecha de p por f; q es el cociente a la derecha, r el resto a la derecha. 

Si se tiene n <m—1, k es nulo, los polinomios q = 0, r = p, responden a 
la cuestión, 

Para n=m-—l, tenemos k=n—m-+ 1; siendo cierto el teorema para 
n= m=— 1, lo demostraremos por recurrencia para n, suponiéndolo verdadero 
para todo polinomio de grado inferior a n (n>m— 1). 

Sea b el coeficiente director de p. En el polinomio: 


plz) = apíz) — f(x) - bar—m 


el coeficiente de x" es nulo; p, es, pues, de grado n, < n y existe, según la hi- 
pótesis de recurrencia, un par de polinomios q,,r, de A[x] que cumplen la 
igualdad 


arpi(z) = f(x) que) + rie), 
con 
ki=máx (0 m—m>+1) <n—m+1 


y 
r1i=0 o grado der, <m. 


Tenemos pues 


(2) atkp(a) = f(1) qx) + auf(x)bar—"m + rulz). 


1 Para k=0, convenimos en poner a%p(a) =p(s). 
10 DUBREM 
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Pero, siendo a permutable con cada coeficiente de f(x), tenemos 
af) = flajan 
y, multiplicando los dos miembros de (2) por ar—m—k, vemos que los polinomios: 


g(x) = q —mhin—m + ar—m—k (2), 
r(1) = ar—m—kir (1) 
responden a la cuestión. 


Si otro par de polinomios q,,r, tiene las mismas propiedades, resulta in- 
mediatamente 


a—a)+r—n=0 
Si el polinomio q — q, no fuese nulo, tendriamos, designando por cl su término 


director (1 > 0, c 4 0), y observando que r—r,, si no es nulo, tiene un grado 
inferior a m, 


lo que es imposible cuando a no es divisor de cero a la izquierda, Se tiene, pues, 
necesariamente, en este caso, q, = q y, por consiguiente, 1, = f. 


Casos particulares. — 1. Si A es conmutativo, la hipótesis de ser a permu- 
table con cada uno de los coeficientes de f, se cumple desde luego, y la división 
generalizada es siempre posible. 


2. Si A es integro, la hipótesis de no ser a divisor de cero a la izquierda 
se impone con ello, y la división generalizada, cuando es posible, tiene un re- 
sultado único. 

Por consiguiente, cuando A es un dominio de integridad, la división gene- 
ralizada es siempre posible y el resultado es único. 


3. Si A tiene un elemento unidad e y si el coeficiente director a de f es 
igual a e, existe un par, y uno solo de polinomios q,r € A[x] tales que 
plz) = f(x) q(z) + riz), 
con 
r=0 6ó grado de r <m 


puesto que para a = e, las dos hipótesis concernientes a a, en el teorema 3, se 
verifican. Se tiene así la división propiamente dicha (con resto, y a la derecha) 


85 ANILLOS DE SERIES FORMALES Y DE POLINOMIOS 147 


de p por f. 
4. Si A es un cuerpo K (que no suponemos conmutativo) pongamos 


Ta) = Ha) a 
Según el caso precedente, existe un par único q, F verificando 


pl) = (2) yx) + Fa) 


con 
F=0 0 grado de T<m. 
Se deduce 
píz) = f(x) gx) + r(z) 
donde 


q(z) = ale), — r(2) =5(2), 


La división propiamente dicha es, pues, siempre posible, y, además con resultado 
único, 


Observación. — Este caso importante se aborda directamente: si 
Í= ax + arm +. 


P= ban + ban +. 
encontraremos, para los coeficientes sucesivos del cociente 
ds ES 
las expresiones 
e =alb 
ca = ab, — al. aya. bh 


€ = alba — al aja by + a (aja )?b — al aga . y 


y el método precedente explica la forma. 
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$ 6. Propiedades aritméticas en los dominios de integridad con elemento 
unidad. Anillos factoriales. Anillos euclídeos 


Sea ahora A un anillo conmutativo con elemento unidad e. 

Como hemos visto en $ 2, las unidades de A (es decir, los elementos u que 
admiten un inverso 4—*) forman un grupo multiplicativo U. Estas unidades desem- 
peñan un importante papel en el estudio de las propiedades aritméticas del 
anillo A, es decir, en las propiedades ligadas a la relación de divisibilidad, defi- 
nida de la forma siguiente: 


Definición. — Dados dos elementos a y b del anillo conmutativo A, diremos 
que 5 divide a a, o que b es un divisor de a, o, todavia, que a es un múltiplo 
de b, si existe en A al menos un elemento q para el cual se tiene: 


a=bq (9 € A). 


Se escribe entonces b|a ó a = 0 (mod. b) (a congruente con cero, módulo b);* 
q es el cociente (exacto) de a por b. 

Como es a = ae, todo elemento a se divide a sí mismo, luego la relación de 
divisibilidad es reflexiva. Es también transitiva (c|b y b|a implica c|a) ya 
que de a= bq y b= cq! se deduce a= cgg”. 

Otras propiedades inmediatas son las siguientes: 


1. Todo divisor del elemento unidad e es una unidad u, e inversamente, toda 
unidad u divide a e. Todo divisor b de una unidad u es una unidad (pues u = bq 


implica bqu=! = e). 


2. Todo elemento a del anillo A es múltiplo de cualquier unidad u, y el co- 
ciente q = ua está univocamente determinado. 


3. La relación R definida por 
Ra” si x=xwu, donde u es una unidad, 
es reflexiva, simétrica y transitiva: es, por esto, una relación de equivalencia en 


el anillo A. Dos elementos x, x” que la verifican, se llaman asociados. Elementos 
asociados son, pues, los que difieren en factores unidad. 


a 2 La notación bja hace inútil la expresión equivalente a=h, que algunos libros utilizan. 
(Y. del T.) 
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Todo elemento asociado a un divisor de a es también divisor de a. 
Para dos elementos asociados, x, x' tenemos a la vez x|x” y x|x. 


Definición. — Los elementos asociados de x y las unidades se llaman divi- 
sores impropios de x; los otros divisores, si existen, se dicen propios; un ele- 
mento que no tiene divisores propios y no es una unidad se llama irreducible. 


Todos los elementos asociados de un elemento irreducible, son también 
irreducibles. 


Observación. — Se ve inmediatamente que la equivalencia K es regular para 
la multiplicación. El conjunto cociente A/R es pues un semigrupo multiplicativo 
homomorfo al semigrupo multiplicativo A; A/R admite a U por elemento neu- 
tro, y no tiene más elemento inversible que U. Para cualquier elemento X de A/R, 
todo divisor distinto de U y X es un divisor propio. 


Supongamos ahora que A es un dominio de integridad. Esta hipótesis per- 
mite demostrar el siguiente recíproco, 


4. En un dominio de integridad si x|x” y x"|x, x y x' son asociados. En 
efecto, de x"=xq y x= x'q' deducimos: 


n=:xql o xale — qq) =0. 
. 
Si x =0, se tiene x” = 0, luego x y x” son asociados. Si x no es nulo, se sigue 
qq” = e, luego q y q' son unidades, con lo que x y x” son, también en este caso, 
asociados. 


Definición. — Se llama anillo factorial (o anillo con factorización única, o 
anillo gaussiano (= de Gauss) ) un dominio de integridad con elemento unidad, 
en el cual: 


1) Todo elemento a que no sea unidad, es producto finito de elementos 
irreducibles (distintos o no) 


, 
«=»pm»=[[m 
t=1 


conviniendo que, para un elemento irreducible, vale una representación de este 
tipo con r=1. 


150 ANILLOS Y CUERPOS CAPÍTULO IV 


2) Esta descomposición es única salvo el orden, y salvo factores iguales a 
unidades, 

Esta última condición significa, de manera más explícita, que si un elemen- 
to a admite las dos descomposiciones: 


A = Pi... Pr = (1 +. Qs 


donde las q; y las p; son irreducibles, se tiene s = r, y, si se ordenan convenien- 
temente las Q;, pi y qu son asociados (i= 1, 2, ..., r). 

Si A, es un anillo factorial, el semigrupo cociente A/R es también factorial, 
como se ve fácilmente, y todo elemento de A/R es, de una sola forma, salvo el 
orden, producto finito de elementos irreducibles. 


Teorema 1.—Sea A un dominio de integridad con elemento unidad en el 
cual todo elemento que no sea unidad es producto finito de elementos irreduci- 
bles, es decir, cumpliendo la anterior condición 1). Tal anillo es factorial si, y sólo 
si, satisface a la siguiente condición: 

2) todo elemento irreducible p que divide a un producto ab divide al menos 
a uno de los factores (condición de Gauss). 


Supongamos A factorial (condiciones 1) y 2); sea p un elemento irreducible 
que divide al producto ab: 


ab = pe 
Los elementos a y b no son ambos unidades, y si a, por ejemplo, es unidad, 


es inmediato que p divide a bh. 
Sean pues: 


r . t 
a=[[», »=[1», c=[[a 
t-1 j-1 l-1 
las descomposiciones de a, b, c, en factores irreducibles. Tenemos: 
La , t 
Tlr-TIr=»TIw 
1-1 1-1 k=1 


Según la condición 2), p es asociado de uno de los elementos pi, pj, por lo que 
p divide al menos a uno de los elementos a, b. 
Demostremos ahora que 2”) implica 2). Razonaremos por recurrencia sobre 
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el número r de factores irreducibles que figuran en la primera descomposición 
de a. La proposición es evidentemente cierta para r= 1, por la definición de 
elemento irreducible. Supongamos ahora el teorema cierto cuando la primera 
descomposición tiene menos de r factores (r > 1) y sea 


r . 
a=]l[»=[ [0 
j-1 


i=1 


El elemento irreducible p, divide a 
q. T 45 
3-2 


por consiguiente, o divide a q,, o divide a 


s 
Mos 
1-2 


se ve asi, reiterando, que uno al menos de los q; es divisible por p,. Supongamos 
la numeración de subíndices tomada de forma que este sea q,: puesto que q, es 
irreducible y p, no es unidad, p, y q, son asociados : qu = epi, donde er es 
una unidad: 

En el dominio de integridad A, el elemento p, % 0 es simplificable; se ob- 
tiene por tanto la igualdad: 


DA... Pr = €192 «0» Qa = 9h ==» Qs 


(donde q = e1ga es irreducible); y, según la hipótesis de recurrencia, el teorema 
está demostrado. 


Estudiemos las propiedades aritméticas de los elementos del anillo facto- 
rial A que no son unidades. Sea: 


a=pr. po (MAD > 1) 


uno de tales elementos, descompuesto en factores irreducibles (aquí es cómodo, 
no escribir más que los factores distintos, afectando a cada uno de su expo- 
nente). Si otro elemento 4” divide a a, cada uno de sus factores irreducibles, 
también divide a a, luego es asociado de algún pi, y el exponente af con el que 
figura en 4”, no es mayor que as. Por tanto, todos los divisores de a, resultan, 
salvo factores unidad, como los productos formados con los factores irreduci- 
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bles p; de a afectados de exponentes a; limitados así: 0 < aí < as. 

La formación de los divisores comunes a dos elementos a, b(4 U) se de- 
duce inmediatamente. 

Es cómodo ahora escribir la descomposición factorial en la forma 


as propio (R) db= pr po (KR), (am B1> 0), 


siendo los p; los factores irreducibles distintos que figuran en uno al menos de 
los elementos a, b. Para todo divisor común h, tenemos: 


h= propio (R), con  0<»x<8, 
donde hemos puesto 
8: = mín (as, Bi). 
Todos estos divisores comunes dividen a uno de ellos: 
d= ph... po 


al que se llama, por esta razón, máximo común divisor de a y b, y se escri- 
be m.c.d. (a, b). Como es claro la unicidad de esta expresión no es estricta, sino 
a menos de factores que sean unidades de A. 

Igualmente, para todo múltiplo común k, tenemos: 


k = Ph. pooR), con pa < ke 
donde hemos puesto 
pu = máx (as, Bs). 


Todos estos múltiplos comunes de a y b son los múltiplos de uno de ellos: 


m= pi... po 


llamado mínimo común múltiplo de a y b y lo designaremos por m.c.m. (a, b). 
Tal elemento queda determinado sólo a menos, como antes, de factores que 
sean unidades de A. 
Se tiene evidentemente 
mín (a, B) + máx (a, f) =a + B 
y por consiguiente 


dm = ab. 
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Se definen de modo análogo el máximo común divisor y el minimo común 
múltiplo de un conjunto de k elementos a,, 4,, %,, ..., 4 de A. Ambos elementos, 
como para k= 2, sólo están determinados a menos de factores unidades; se 
pueden calcular a partir de la descomposición de las ay en factores irreduci- 
bles, y las reglas para ello son una generalización inmediata de las precedentos. 


En un dominio de integridad D con elemento unidad e, la noción aritmé- 
tica clásica de números primos entre sí, admite tres generalizaciones posibles, 
que son las siguientes: 


l. Diremos que dos elementos a, b de D* =D—¿0 | no tienen divisores 
comunes, si todo elemento de D* que divide a a y a b, es una unidad. En el 
caso particular de un anillo factorial, esta propiedad equivale a 


m, c.d. (a,b) = 1 


IL. Cada uno de los elementos a, b, es primo con el otro; con esto enten- 
demos, por definición, que a es primo con b, cuando para todo x de D, el hecho 
de que b divida a ax, exige que b divida a x. Demostremos que entonces tam- 
bién es b primo con a. Supongamos que a divide a by, es decir, by = ax; en- 
tonces por la hipótesis, b divide a x, x = bq, de donde y = aq, luego a divide 
a y. 

Esta propiedad ll, o sea, el hecho de ser a primo con b implica la propie- 
dad 1, pues, si h es un divisor común se tiene 


a=ah, b= bh 


de donde 
ab' = ba” 


y por consiguiente b divide a b'; b y b' son, pues, asociados, h es una unidad. 

En un anillo factorial, el reciproco es cierto: 1 implica 1. En efecto, si 
a y b no tienen divisores comunes, no tendrán, en particular, ningún factor irre- 
ducible común y, si b divide a ax, todo factor irreducible p que figure en b 
con exponente £ (> 0) debe figurar en x con un exponente al menos igual a f; 
resulta de esto que bh divide a x. 


III. Diremos que dos elementos a, b del dominio de integridad D verifican 
una relación de Bezout si existen dos elementos x, y de D tales que sea: 


za + yb=e 
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Entonces, todo divisor común a a y a b divide a e, es decir, es una unidad: 
ll implica 1. Incluso en los anillos factoriales, el recíproco no es cierto en ge- 
neral, como veremos más adelante. 


Indiquemos algunos tipos importantes de anillos factoriales. 


1.Todo cuerpo conmutativo K es un anillo factorial; en este caso no hay 
elementos irreducibles, ya que todos los elementos no nulos de K son unidades. 

2.2 En el anillo de los enteros Z, los elementos irreducibles se llaman nú- 
meros primos (la costumbre de no considerar el 1 como número primo res- 
ponde al hecho de que un elemento irreducible no es una unidad). 

Sea m un número cualquiera. Si m no es primo, admite un divisor propio 
m, y se tiene la descomposición m = m,m,, donde m, y m, son menores que m 
en valor absoluto. Si m, y m, no son los dos primos el razonamiento se repite, 
y se llega necesariamente, al cabo de un número finito de operaciones, a una 
descomposición 


M= PL... Pr (r> 1) 


donde los p; son primos; Z verifica pues la condición 1). 

Para demostrar que el anillo de los enteros es un anillo factorial, estable- 
ceremos la condición 2”), dando una demostración directa, sin: utilizar la teoría 
del m.c.d. 


Teorema 2 (teorema de Gauss). — En el anillo de los enteros Z, si un 
número primo p divide al producto ab y no divide a b, es p divisor de a. 

Puesto que p no divide a b, p es distinto de b. Si p es inferior a b, efectue- 
mos la división (con resto) 


b=p+r, 0<r<p. 


Multiplicando los dos miembros por a, vemos que p divide al producto ar 
mientras que no divide a r. Hemos reducido así la cuestión al caso en que p 
es superior a b. El producto ab pertenece al conjunto a, 2a, ..., (p— 1)a. Sea 
m el menor entero natural, tal que p divida a ma; tenemos 1 <m <b <p—A1 
y sim= 1 el teorema «está demostrado. Si m es mayor que 1, tendremos, divi- 
diendo p por m: 


p=qgm+r, 0<r<m 


siendo en realidad O <r” puesto que p es primo; resultaría de aquí, multipli- 
cando por a, que p divide a ar',lo cual es contradictorio. 
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Dominio o anillo euclídeo $, 


Definición. — Se llama anillo euclideo € un dominio de integridad en el 
cual se ha definido una aplicación en el conjunto de los enteros >= O asociando 
a todo elemento a no nulo de $ el entero (4) con las condiciones: 


IL Si b divide a a: p(b) < p(a). 


II. Si a y b son dos elementos cualesquiera de E,b 4 0, existen q y r, ele- 
mentos de E, tales que a = bg + r con, si r 40, p (1) < p (b). 


(si r =0, b divide a a, se tiene la condición 1.) 


Un anillo euclídeo es pues, un anillo en el cual existe una división con 
resto. 


Ejemplos de anillos euclídeos. 


1. El anillo K[x] de los polinomios en x sobre un cuerpo conmutativo K 
es un dominio de integridad; a todo elemento f(x) asociamos p(f) = grado de f, 
número positivo o nulo que cumple las condiciones 1 y II. K[x] es, pues, un 
anillo euclídeo. 

2. En el anillo de los enteros, definiremos p(n) =|n|, con lo que vemos 
inmediatamente que es un anillo euclideo. 

En tales anillos, tenemos las propiedades siguientes: 


1. Un anillo euclideo posee elemento unidad. Sea a uno de los elementos 
del anillo para los cuales p(a) tiene el valor minimo. La condición Il, aplicada 
al par (a, a) nos asegura la existencia de q y r tales que: 


a=q4+r. 


Pero gp(r) < p(a) es imposible, por la elección de a; se tiene, pues r=0 y 
existirá una q tal, que: 


a=qa. 
Sea entonces x un elemento cualquiera del anillo: 


xa = xqa 


implica (x—qx)a=0. Ahora bien, estamos en un dominio de integridad y a 
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es diferente de cero (puesto que y(a) está definido). Se tiene, pues, x— qx =0 
y q es elemento unidad del anillo. Lo designaremos por 1; a= la para todo a 
implica p(1) < p(a) para todo a de E— (0). 


2. La propiedad y(£) = (1) caracteriza a las unidades E. Primeramente 
si ¿ es una unidad, £ divide a 1 y la condición 1 da y(£)<p(1), de donde, puesto 
que y(1) < p(a) para todo a: 


pl£) = p(t) 


Reciprocamente, p(£) = p(1) implica que £ es una unidad, es decir, que £ 
es asociado de 1. En efecto, como 1 divide a todo elemento, lo enunciado re- 
sulta de la propiedad siguiente: 

3. En un anillo euclídeo, si b divide a a(a = bq') y v(a)= e(b), a y b son 
asociados, 

Se tiene, por ll, b=aq+r. Si r=0, esta relación se transforma en 
b=aq que junto con a= bg! nos dice que a y b son asociados. Si r no es 
nulo, se tiene (por 11) p(r) < v(a) = «(6) mientras que la relación r =b—aq = 
b(1—q4') leva consigo y(b)< p(r); r es, pues, necesariamente nulo y a y b 
son asociados. 


Teorema 3.— En un anillo euclideo E, dos elementos a y b de E—(0) 
sin divisores comunes, verifican una identidad de Bezout. 
Consideremos el conjunto J de los elementos de 8 — (0) de la forma: 


ada + Bb donde ae,  PeE8 


y el conjunto de los enteros p(aa+8b). Sea d uno de los elementos de 3 para los 
cuales este entero es mínimo: 


d = 0*a + B*b. 
La condición 11 nos asegura la existencia en 8 de elementos s y £ tales, que 
a=ds+t con  t=0 ó  t%0 y pl) < pla). 


Pero como, si t no es nulo, es t =a—ds = a(1 —sa*) —sB*b, este elemento 
pertenece a 3, y no puede ser que p(t) < p(d). Luego es t=0, y d divide a a y, 
lo mismo, d divide a b. Luego, todo divisor de d, es un divisor común a a y a b. 
Pero como, por otra parte, d = a*a + B*b hace ver que todo divisor común 
de a y b es un divisor de d, resulta que d es el máximo común divisor de a y b, 
y lo mismo todos sus asociados. Con esto hemos demostrado: en un anillo euclí- 
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deo dos elementos cualesquiera a y b de E — (0 j admiten un máximo común 
divisor que se pone bajo la forma 


d=a+Bb  (aE8—(0)BE8—(0). 


En particular, cuando a y b no tienen otro divisor común que las unidades, 
están ligados por una relación de la forma 


1=aa + Bb 


Por lo tanto: En un anillo euclideo, los conceptos 1 y II de elementos pri- 
mos entre si, son idénticos. 


Teorema 4. — Un anillo euclídeo es un anillo factorial. 

Vamos a demostrar: 

1, Todo elemento a de € — (0) distinto de las unidades, es un producto 
finito de factores irreducibles. 

2, Si p esirreducible y divide a un producto ab, divide a uno de los factores. 

Haremos la demostración por recurrencia sobre los valores de p(a). 

Si p(a) = p(1), se ha visto que esto implica que a sea una unidad; la pro- 
piedad es, pues, verdadera para p(a)= y(1). Supondremos el teorema cierto 
para todo a” con p(a”) < p(a) y lo demostraremos para el elemento a. 

Si a es irreducible la propiedad está demostrada. 

Si a no es irreducible se tiene a = bc, donde ni b ni c son asociados a a, 
y v(b) <g(a); p(c)<o(a), puesto que, si en un anillo euclideo b divide a a y 
p(a) = p(b), resulta que a y b son asociados; entonces, en virtud de la hipótesis 
de inducción, b y c son ambos producto finito de elementos irreducibles: ocurre, 
pues, lo mismo para a. 

Demostremos ahora la propiedad 2. Sea p irreducible, p €$. Supongamos 
que p divide a ab y no divide a a; entonces p y a no tienen divisores comunes 
y existen a€8 y Be€8 tales que 


1 = ac + Bp, 
de donde 
b= aab + Bbp, 


que demuestra, puesto que p divide a ab, que p divide a b. 


Sea A un anillo factorial. Nos proponemos establecer el teorema de transfe- 
rencia siguiente: 


158 ANILLOS Y CUERPOS CAPÍTULO IV 


Teorema 5.—Si A es un anillo factorial, el anillo de los polinomios 
P, =Al[x] es también un anillo factorial. 

De este teorema resulta, de paso en paso, que el anillo de los polinomios 
P,= A[%1, ..., %r] es también un anillo factorial. 

Sabemos que P, es un dominio de integridad (8 5, teorema 2) y tiene como 
elemento unidad el mismo e de A. 

Para establecer en P, las propiedades 1) y 2”) que, según el teorema 1, 
llevan consigo que P, sea factorial, tenemos necesidad de algunos preliminares. 

Dado un polinomio f (x) € A[x],designemos por c y llamemos factor cons- 
tante * al m.c.d. de los coeficientes de f; escribamos 


H(2) = ef*(z) 


donde f*(x) € A[z] tiene sus coeficientes sin más divisores comunes que las 
unidades. Un polinomio así, en el que los coeficientes no tienen divisores comu- 
nes se llama primitivo. 

Cualquier polinomio de A[x] es pues producto de un polinomio primitivo 
por una constante, y esta descomposición es única salvo factores iguales a las 
unidades de A (o, lo que es lo mismo, de A[x]). Un polinomio irreducible de 
A[x] de grado n>0, es necesariamente primitivo; una constante es elemento 
irreducible de A[x] si, y sólo si, es irreducible en A. 

Cualquier constante es asi, en A[x], el producto de un número finito de 
elementos irreducibles, siendo esta descomposición la que, por hipótesis, existe 
en A. Para establecer la existencia de una descomposición en factores irreduci- 
bles en A[x] podemos pues razonar por recurrencia sobre el grado n del poli: 
nomio f considerado. 

Podemos suponer que f es primitivo. Si f no es irreducible, admitirá una 
descomposición f= f,f,, en la que cada divisor propio f,,f, de f es un poli- 
nomio de grado no nulo. Estos polinomios son de grado estrictamente inferior 
a n y según la hipótesis de recurrencia pueden descomponerse en productos 
finitos de factores irreducibles. Lo mismo ocurrirá con f, lo que demuestra que 
la condición 1) del teorema 1 se cumple en A[x]. 

Para establecer la condición 2) utilizaremos las siguientes proposiciones. 


Lema 1. — Si un elemento irreducible p de A divide a los coeficientes 
Agr «<2y Qr=yy Doy +, Ds, pero no divide ni a a, ni a b,, este p no dividirá al coe- 
ficiente Cr+s de x"+s en el producto de los dos polinomios f y g siguientes: 
H() = do + ML 4H... + 48 4... 
gl) = ho + bio +... + hi0 4. 


1 En otros textos se le llama factor contingente. (N. del T.) 
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Tendremos en efecto 
Cris = (o. + Orabora) + Orbe + (Arabia + -..) 


y p divide a cada uno de los paréntesis, pero no al producto a,bs, por ser irre- 
ducible. 


Lema 2.— El producto f* g* de dos polinomios primitivos es primitivo. 


Bastará demostrar que dado un elemento irreducible cualquiera p de A, 
Pp no divide a todos los coeficientes del producto f*g*. Ahora bien, p no divide a 
todos los coeficientes de ninguno de los dos polinomios primitivos f*, g*, por 
lo que el lema 2 resulta consecuencia del teorema 1, 


Dicho esto considerando dos polinomios descompuestos en factor constante 
y polinomio primitivo 
fx) = cff(x)  (¿=1,2) 
para el producto f(x) tendremos 
Ha) = cxceft(x) fh(2) 


y como el producto fff% es primitivo, la igualdad precedente nos da la descom- 
posición de f en factor constante y polinomio primitivo. 


Lema 3.-—Si un polinomio primitivo g*(x) divide en A[x] un producto 
kf(x), siendo k una constante, g* divide a f. 
Tendremos 


kf(x) = g*(ojg(z) = mg*(2)g*(o) 


donde m es el factor constante y q* el polinomio primitivo del cociente q(x). 
El producto g*(x)q*(x) es primitivo, luego la constante k, por dividir a todos 
los coeficientes del polinomio mg*g*, dividirá a m, m = nYk, de donde. 


f(x) = g*(z) m'q*(z) 
como queríamos demostrar. 


Demostremos ahora que la condición (2') se cumple en A[x], es decir, 
que si un polinomio irreducible p(x) divide al producto f(x)g(x), divide por lo 
menos a: uno de los dos polinomios f, g. 
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Si p(x) es una constante, p(x) = p€ A; p divide a f(x)g(x) es decir, ponien- 
do de manifiesto los polinomios primitivos, cdf*(x)g*(x). Ahora, según el lema 2, 
el producto f* g* es primitivo; en consecuencia p divide a cd y, por ser p ele- 
mento irreducible de A, p divide a uno al menos de los factores c,d y en con- 
secuencia a uno al menos de los polinomios f, g. 

Supongamos ahora p(x) de grado positivo y demostremos que, si p no 
divide a f debe dividir a g. 

En el conjunto M de polinomios de la forma 


ul=)p(z) + o(2)f(x) 
donde u(x), v(x) son polinomios del anillo A[x], consideremos uno de los poli- 


nomios de grado mínimo, sea m(x); sean y su grado y a su coeficiente director. 
Existen un entero k > 0 y polinomios q(x), r(x) tales que se tenga 


arj(x) = m(z)g(x) + r(x) 


con 
iú r=0 o grado r < p. 


Por hipótesis, m(x) es de la forma 

(1 m(x) = u(2)p(z) + o(2)f(x) 
y tendremos 

r(z) = — u(zjg(z) p(x) + [ar — v(z)g(2)] Mx) € M 
lo que implica r= 0, de donde 
arj(z) = m(xjg(z). 

Poniendo de manifiesto en m(x) el polinomio primitivo m* tendremos 

(2) m(z) = mom*(a). mEA 
m* dividirá a a*f(x) y por lo tanto a f(x) según el lema 3. 

Efectuando del mismo modo la división generalizada de p(x) por m(x), se 
ve que m* divide a p. Ahora bien, p es irreducible. Si m* estuviese asociado a 


p, en A[x], p dividiria a f contrariamente a la hipótesis; en consecuencia, m* 
es unidad de A[x], y por lo tanto de A. Tendremos entonces según (1) y (2) 


mog(z) = m*—1 (ugp + efg) 
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y Pp, por dividir a fg, dividirá a m,g(x). Pero entonces p(x), polinomio irreducible 
y por lo tanto primitivo dividirá a g(x), según el lema 3, lo que establece el 
teorema. 


Consideremos en fin, para dar un ejemplo de anillo que no es factorial, el 
anillo A de los números complejos de la forma a + »byW—5,donde a y b son 
enteros de cualquier signo. El elemento unidad de A es el número 1, y como 
subanillo del cuerpo de los complejos A es un dominio de integridad. 

Para que + yV— 5 (2, y EZ) divida a a + byV— 5,€s decir, para que 


a+by—5= (e + y V—5) (c + y v—-5) 
es necesario y suficiente que 
a=x'—5yy 


b=axy + ya 
de donde 


a—V—=5=(2—yV—=5)(v —y V—=5) 
a+ 5h = (0 + 592) (12 + 5y2) 


Luego, para que z+yVW—5 divida a a+ bYV—5, es necesario que 


x34 5y? divida a a24- 5b?, lo que permite encontrar los divisores de a + bW— 5; 
se ve así que su número es finito, 
En particular se constata (tomando a = 1, b=0) que las únicas unidades 


de A son +1 y—1. =y PA 

También se ve fácilmente que 3, 2 +vV=5, 2 —vV— 5son elementos irre- 
ducibles de A. a 

El elemento irreducible 2 + W—5 es divisor de 


32=9=(24+V—5)(2 —V=5) 


sin dividir a 3, y el 9 admite dos descomposiciones distintas en factores irredu- 
cibles. El anillo A no es pues un anillo factorial. Este ejemplo debido a Dede- 
kind, ha tenido un papel importante en la fundación de la teoría de los ideales 
creada para suplir la factorización de elementos de los anillos no factoriales. 
11 DumrziL 
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$ 7. Ideales de un anillo 


En un anillo A, que no suponemos conmutativo, sea KR una relación de 
equivalencia compatible con la adición y con la multiplicación del anillo. Aso- 
ciando a cada elemento x de A la clase X módulo R a la que pertenece defini- 
remos una aplicación exhaustiva p de A sobre el conjunto cociente A/R y, como 
ya sabemos, podremos definir en A/R una adición y una multiplicación * que 
hacen de p un homomorfismo y de A/R la imagen homomorfa de A, y(4). 

De un modo general, sea h un homorfismo de un anillo A en un conjunto 4” 
con una adición y una multiplicación, es decir, una aplicación de A en A” com- 
patible de una parte con las adiciones de A y de A” 


ha+y=HMx3+HMy  VzyeaA 


y de otra parte con las multiplicaciones de A y de A” 


hay) =h(2). My) Wz,yea. 
Se tiene la siguiente proposición: 


Teorema 1. —La imagen A = MA) de un anillo A en un homomorfismo h 
es un anillo. En particular el cociente AJR del anillo A por una equivalencia 
compatible con la adición y la multiplicación de A es un anillo, que se llama 
anillo cociente de A por R. 

La demostración de este teorema deriva inmediatamente de las proposi- 
ciones anteriores. Respecto a la adición, 'A es un grupo abeliano; por otra 
parte, A es un semigrupo multiplicativo y su multiplicación es distributiva res- 
pecto a su adición; luego A es un anillo. 

Desde el punto de vista aditivo, el núcleo m del homomorfismo h definido 


como imagen inversa del cero Ú de A: 
m = h=(0) = (m;m € A, h(m) =0), 


es un subgrupo del grupo abeliano aditivo A. 

Desde el punto de vista multiplicativo, m, imagen inversa del elemento lí- 
cito Ú es una parte lícita de A [cap. I, $ 8, teor. 5. Por lo demás, inmediata- 
mente resulta, Y mem y Vx A, h(mz) = h(m) h(2) =Ú h(x) =0, luego 
miem y amem). 


1 Si Y e Y son dos clases que contienen respectivamente a los elementos 7 e y, X+Y es la 
clase que contiene a 2+y, e XY es la clase que contiene a zy (capítulo 1, $ 4, 6.9). 
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Estas dos propiedades del núcleo conducen a la siguiente definición: 


Definición. — Se llama ideal bilátero de un anillo A a cualquier subgrupo 
aditivo de A que sea, además, lícito multiplicativamente, Es decir, a todo sub- 
conjunto no vacío Mm que verifica las dos condiciones 


1) mem yms€m implican m—m2€m; 
2) mem implica, Vx € A, mem y mx em. 


Teorema 2 (teorema de homomorfismo para los anillos). — Sea h un ho- 
momorfismo que aplica un anillo A sobre un anillo A = HA). 

1. el núcleo m = h-1(G) de este homomorfismo es un ideal bilátero; 

2. la equivalencia de homomorfismo R se define a partir de m por 


a=4a  (R) si a—dEem. 


3.» Se tiene el isomorfismo 
A A/jm 


donde A/m designa el anillo cociente A/R de A por R. 

La primera parte del teorema acaba de ser establecida, bastando tener en 
cuenta, además, la definición de ideal bilátero. 

La segunda parte resulta del hecho de que k es, en particular, un homomor- 
fismo que aplica el grupo aditivo A sobre el grupo aditivo “A, siendo su núcleo 
el subgrupo aditivo m. 

Por la misma razón, la aplicación biyectiva que asocia a cada elemento 7 
de A la clase X(€ A/m), conjunto de elementos x de A que tienen Z por ima= 
gen h(x) =7,es un isomorfismo de grupos aditivos. Por otra parte, es claro 
que esta aplicación respeta la multiplicación, luego es, efectivamente, un iso- 
morfismo de anillos, lo que demuestra la tercera parte. 


Teorema 3. — Reciprocamente, para cualquier ideal bilátero m de un ani- 
llo A la relación R que se define en A por 


aRb si a—bem 


es: 1.0 una relación de equivalencia compatible con la adición de A; 2.> una 
relación compatible con la multiplicación de A. En consecuencia el conjunto co- 
ciente A[R, designado más cómodamente por A/m,es un anillo imagen homo- 
morfa de A. 

Puesto que Mm es un subgrupo aditivo de A, la relación R,es una equiva- 
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lencia compatible con la adición, según los teoremas establecidos para los gru- 
pos. Además es regular a la derecha para la multiplicación puesto que a = b(R), 
o bien a—b=m Em implica (a — bjx = mx € 1, es decir ar = ba(R). Se ve 
del mismo modo que es regular a la izquierda, y por lo tanto compatible con 
la multiplicación. 

Para módulo R,m no es más que la clase que contiene a cero. 

Esto dicho, A/R es imagen homomorfa de A en el homomorfismo canónico 
luego será, según el teorema 1, un anillo que es usual designar por A/m al que 
se llama anillo cociente de A por el ideal bilátero m. Frecuentemente se escribe 
a = b(m) en vez de a = MR), en el sentido pues, de a— bem. 

Según los teoremas precedentes, dado un anillo A, hay correspondencias 
biyectivas entre las equivalencias R definidas en A y compatibles con su adición 
y con su multiplicación, los anillos “A imágenes homomorfas de A y los ideales 
biláteros m de A. 

Consideremos ahora en el anillo A relaciones de equivalencia compatibles 
con la adición pero a las que supondremos regulares por un solo lado respecto 
a la multiplicación, Sea, por ejemplo, D una equivalencia tal, regular a la de- 
recha para la multiplicación. La clase Y conjunto de los elementos de A equiva- 
lentes a cero módulo D es un subgrupo aditivo y un subconjunto multiplicati- 
vamente lícito a la derecha: cualquier subconjunto del anillo que tenga ambas 
propiedades se llamará ideal a la derecha de A. 

Recíprocamente, demos a priori un ideal a la derecha Dd de A. Puesto que 
es un subgrupo aditivo de A, la relación D definida por 


aDb si a—bed 


es compatible con la adición; se ve además (como en la demostración del teore- 
ma 3), que es regular a la derecha para la multiplicación, 
Para módulo D, d es la clase que contiene al cero. 


Teorema 4. — Dados un anillo A, existen correspondencias biyectivas entre 
los ideales a la derecha de A y las relaciones de equivalencia definidas en A, 
compatibles con la adición y regulares a la derecha con respecto a la multipli- 
cación, 


Los ideales a la izquierda se definen en forma simétrica, y para ellos vale 
un teorema simétrico del anterior. 

En cualquier anillo, el subconjunto constituido por el elemento cero única- 
mente, es un ideal bilátero, llamado ideal cero y designado por (0). También 
el anillo entero A es un ideal bilátero. Sí A posee un elemnto unidad e, el ideal 
A se llama ideal unidad y se designa por (e). Estos dos son los ideales impro- 
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pios de A y cualquier otro es un ideal propio. 

Si el anillo A tiene elemento unidad e, y si un elemento a de A es inversibie 
a la derecha, cualquier ideal a la derecha D que contenga a a coincide con el 
ideal unidad, puesto que, si x es un elemento cualquiera de A, se tiene 
x =a-: ax Ed. Resulta de aquí que un cuerpo K no contiene ideales propios 
y por lo tanto no admite más imágenes homomorfas que los cuerpos isomorfos. 

Puesto que una parte licita (incluso a un solo lado) con respecto a una ley 
de composición es estable para esta ley, todo ideal de un anillo A es un sub- 
anillo, Las dos nociones no deben confundirse: en el cuerpo de los racionales Q 
el anillo de los enteros Z es un subanillo propio y, según lo que precede, no 
es un ideal. Los ideales, que pueden ser caracterizados como clases que contie- 
nen al O relativas a equivalencias notables, o como núcleos de homomorfismos 
(si se trata de ideales biláteros), desempeñan en la teoria de los anillos un 
papel mucho más importante que los subanillos; este papel es muy comparable 
al de los subgrupos distinguidos en la teoría de grupos. 

Si el anillo A es conmutativo, las nociones de ideal bilátero, ideal a la 
izquierda e ideal a la derecha se confunden, y se dice simplemente ideal. 


Ejemplos. — 1. En el anillo Z de los enteros, el conjunto 
Zm=(km;keZ) 


de los múltiplos de un entero fijo m es un ideal mM; la equivalencia R corres- 
pondiente es la congruencia aritmética módulo m; el anillo homomorío aso- 
ciado es el anillo Z/(m) de los enteros módulo m. 

De este modo se obtienen todos los ideales de Z, pues por ser Z un grupo 
monógeno aditivo, todo subgrupo de Z lo es también, El anillo Z tiene la pro- 
piedad de que todo subgrupo aditivo es un ideal; las equivalencias compatibles 
con la adición son las congruencias aritméticas, y éstas tienen la propiedad de 
ser compatibles con la multiplicación. 

2. Sea a un elemento de un anillo A. El conjunto D de los elementos d del 
anillo para los que se cumple la igualdad ad = 0, es un ideal a la derecha que 
se llama anuludor a la derecha de a; Y = (0) es la condición necesaria y sufi- 
ciente para que a no sea divisor de cero a la izquierda. 

3. Dados un conjunto cualquiera X y un anillo A X (0), consideremos el 
anillo F de funciones definidas sobre X que toman sus valores en A (ver $ 2, 
ejemplo 2). Consideremos una parte S (4 Y) no vacía de X: El conjunto q, 
de las funciones f€ F tales que 


fs) =0(€ 4) VseS 


es un ideal bilátero del anillo F. 
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Para X = N, conjunto de enteros naturales, las funciones se convierten en 
sucesiones y ab de elementos de A. Si designamos por mt el conjunto de su- 
cesiones 4 a; | para las que 


ta =0 Vna>k, 
habremos definido en el anillo $ de sucesiones consideradas (en el que la adi- 


ción y la multiplicación se hace término a término) una familia infinita numera- 
ble de ideales M1, Ma, ..., Mx, ... en los que se tiene las inclusiones estrictas 


mM Cm2C ... Co Mi CMega E. 
4. Sea A un anillo conmutativo y consideremos el anillo de polinomios 


P, = A[%1, ..., Tr]. Sea S un conjunto de puntos (41, ..., 4r) en el espacio E = 
El conjunto m de los polinomios f de P, que cumplen la condición 


F(d1, ..., 4) =0  V (41, ..., 47) ES, 


la que se expresa diciendo que tales polinomios se anulan sobre el conjunto S, 
es un ideal en el anillo P,. 

Para r =3, si A es el cuerpo de los números reales R o el cuerpo de los com- 
plejos 2, E es lo que se llama espacio euclídeo o espacio cartesiano de tres 
dimensiones. El conjunto de polinomios R[z, y, 2]o de Q[x, y, 2] que son nulos 
en un punto dado, o en k puntos dados, o sobre un conjunto dado de curvas o 
de puntos es, en cada caso, un ideal. 

La ley que a cada polinomio f de P, asocia su término constante c = f(0, 
...y 0) € A es un homomorfismo que aplica al anillo P, sobre el anillo A. El nú- 
cleo de este homomorfismo es el ideal de polinomios nulos en el punto (0, ..., 0). 


Si A es un anillo que no supondremos conmutativo, designemos por Ja la 
familia de ideales a la derecha de A, por 3, la de los ideales a la izquierda, y 
por 3=34N 3, la de los ideales biláteros. Cada una de las familias Ja, 3y, 3 
es una familia de Moore, pues la intersección de dos familias de Moore de par- 
tes de A es una familia de Moore, y nosotros sabemos, de una parte que los 
subgrupos de un grupo forman una tal familia y, de otra, que las partes lícitas 
(o lícitas a un solo lado) con respecto a cualquier ley de composición la forman 
también. Designando por S la familia de Moore de subanillos de A, y por G 
la de los subgrupos aditivos, tendremos: 
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Cada una de las familias 3,32, 3, está ordenada por la inclusión de con- 
juntos; cuando dos ideales de una misma familia verifican la relación de inclu- 
sión m < m', se dice que m es un subideal (o, también, un múltiplo) de mm”, 
y que m' es un superideal (o divisor) de m. 

Las familias de Moore 3,, Ja 3 están contenidas en la familia de Moore G 
de los subgrupos aditivos de A. Sea F una familia (finita o infinita) de ideales 
a la izquierda, por ejemplo F < J¿< G. A esta familia F viene asociada la 
intersección, en el sentido de la teoría de conjunto de los ideales de $ : Esta 


intersección =[ ] es el máximo ideal contenido en cada ideal m de la 
mes 


familia F. 
El minimo ideal a la izquierda $ que contiene a cada uno de los ideales m 
de la familia F viene caracterizado por el teorema que sigue. 


Teorema 5.— El mínimo subgrupo aditivo H del anillo A que contiene a 
cada ideal de una familia F de ideales a la izquierda es un ideal a la izquierda: 
s =H. 

El grupo H, suma de los ideales m de F considerados como grupos aditi- 
vos, es, según sabemos, el conjunto de sumas finitas (con un número k de su- 
mandos variable) 


= MH. + Me MEM MES 


formadas con elementos tomados en los subgrupos de la familia F. Ahora bien, 
para todo elemento x de A tenemos 


zh = 12m +... + 2Mp y zm E Mi 


luego xh € H, y H es, efectivamente, un ideal a la izquierda. 
El minimo ideal a la izquierda $ = H que contiene a cada ideal a la iz- 
quierda m de la familia F es, por definición, la suma de los ideales m; se 


escribe 
sn 


y, para una familia de dos ideales m,, ma se pone: 


$ = Mi + Ma. 
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La adición definida de este modo en J,es la restricción a 3y de la adición 
de los subgrupos aditivos (adición de B); resulta asociativa, conmutativa e 
idempotente. - 

Del mismo modo se define la adición en Ja y en 3.una suma de ideales bi- 
láteros coincide con la suma de esos ideales considerados como ideales a la 
izquierda o a la derecha. 

Puesto que el conjunto J, de los ideales a la izquierda de un anillo A es 
una familia de Moore, a cualquier parte no vacia B de A viene asociado un 
minimo ideal a la izquierda que contiene a B, designado por Bo y al que se 
llama ideal a la izquierda engendrado por B. La aplicación B> B,en el conjunto 
de partes de A es una clausura de Moore, estrechamente ligada, por el teorema 
siguiente, a la clausura de Moore X > X que asocia a cada parte no vacía X 
el mínimo subgrupo aditivo sE que la contiene. 


Teorema 6.—a) El ideal a la izquierda By engendrado por B en el anillo 
A es el subgrupo aditivo engendrado por BU AB: 


B,= BUAB; 
simétricamente, el ideal Ba engendrado por B está dado por 
Ba=BU BA. 


b) El ideal bilátero B' engendrado por B está dado por 


B=BUABUBAUABA. 


e) Si el anillo A tiene un elemento unidad e, las fórmulas precedentes se 
transforman en 


B,= AB, Ba=BA, B=ABA. 
a) Cualquier elemento de B U AB pertenece al ideal a la izquierda Ba, 
lo que da BU AB < By. Reciprocamente el grupo aditivo BU AB€es el con- 
junto de sumas finitas formadas con los elementos de BU(— B) o de AB: 


h=bi+..+b+a1b1 +... + abs, uE A;bEB, bie BU(—B) 


para todo elemento x de A tendremos 


ah = 2bi + << + 207 + 201b1 + ... + 2asb € ABS BUAB, 
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luego BU AB es lícito multiplicativamente a la izquierda, y es un ideal a la 
izquierda que contiene a B, lo que implica B, <€ BU AB, de donde se tiene la 
igualdad. 

b) Tenemos análogamente 


R=BUABUBAUABAS 


luego R < B. Si un elemento 
=D + + Y + O, a? ER 
7 y y y 


(las sumas son finitas, las a son elementos de A, y las b de B) lo multiplicamos 
a la izquierda o a la derecha por un elemento cualquiera de A, obtenemos un 
elemento de ABUBAUABA GS R, luego R es multiplicativamente lícito. 
Es KR un ideal bilátero que incluye a B, lo que implica Y < F y, por esto vale 
el signo igual. 

c) Si el anillo A tiene elemento unidad e, tendremos 


B=eB< AB= ABe< ABA 
B=Be< BA =eBA< ABA 


n 


luego 
BUAB=AB, BUBA=BA, BUABUBAUABA = ABA, 


y resultan las fórmulas del enunciado. 


Casos particulares. — 1. Supongamos que B sea una parte licita a la iz- 
quierda, en cuyo caso AB < B,luego B, = B; el ideal a la izquierda engen- 
drado por una parte licita a la izquierda B coincide con el subgrupo aditivo 
engendrado por B. 


Del mismo modo, si B es una parte lícita, tendremos AB < <SB,BACB, 
ABA< By el ideal bilátero engendrado o por una parte lícita B coincide con 
el subgrupo aditivo engendrado por B: B=B. 


2. Cuando B viene dado en forma de unión de conjuntos, B= B, U Ba, 
se tiene, para los ideales biláteros engendrados por B, B, B,: 


0) B=B,UB,=B, +B, 
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y lo mismo para los ideales a la izquierda o a la derecha. En efecto la fór- 
mula establecida en general para una clausura de Moore (Cap. l, $ 4, ejem- 
plo 1) da en este caso 


B,UB,_=B,UB, 


y el ideal del segundo miembro, engendrado por la unión de los ideales B,, B,, 
es el mínimo ideal que los incluye, es decir su suma B, + B,. 


3. Si el conjunto de generadores B tiene un solo elemento, B=4 b |, el 
ideal a la izquierda B, se llama principal a la izquierda y se designa por (6 + 
es el conjunto de los elementos vb + rb (v € Z, r € A), que se llama múltiplos 
a la izquierda de b en A. 

Cuando A tiene un elemento unidad e, B, es el conjunto de elementos 
ab (a € A); según el teorema 6; también se puede destacar que entonces tenemos 
vb + rb = (ve + r)b, donde ve +r€ A. 

El ideal a la derecha Ba engendrado por B =4 b | se llama principal a la 
derecha, y se indica por (b); lo constituye el conjunto de los múltiplos a la 
derecha, 


vb +br(veZ,re A) 


o, si A contiene un elemento unidad, de los productos ab (a € A). 

El ideal bilátero B engendrado por b se llama principal. Aquí la suma 
de dos elementos rbr”, ribrí con r, r', ri r¡ € A,no es ya un elemento de esa 
forma. 


4, Cuando un ideal (a la izquierda, por ejemplo) de un anillo A está en- 
gendrado por un conjunto finito B= f ba, ..., Dx j, se dice que admite una base 
finita B (en teoría de ideales la palabra base designa a un conjunto de gene- 
radores sin hacer la hipótesis de que sea irreducible, de modo que puede con- 
tener estrictamente a otro). 

Si se trata, por ejemplo, de un ideal a la izquierda, g, se escribe 


9 = (Dr, ..., Dx) 


y se tiene, según la fórmula (1), 
E 
= > (0); 
i=1 


la suma de dos ideales a la izquierda que admiten bases finitas, g = (br, ..., br), 
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9 = (bj, ..., D'x») admite también una base finita, y esta es la unión de las 
bases de Y y Y: 


9 +8 = (01, ..., Dx, Dj, ..., DJ. 


Demos un ejemplo de investigación de una base para un ideal dado. Sean: 
A un anillo conmutativo con elemento unidad, P, = A[%1, ..., Zn] el anillo de 
los polinomios en zx, ..., Zn con coeficientes en A, (41,..., An) un punto del espa- 
cio A”, y mM el ideal de los polinomios f € P, nulos en ese punto. 
Consideremos el ideal 


M' = (21 — Gr, ..., En — On) 

Todo polinomio xi: — 44 de la base de m' se anula en el punto (41, ..., An), y 
por lo tanto pertenece a m; así resulta m' < m. 

Pero, recíprocamente, como la equivalencia R' asociada al ideal m” es 
compatible con la adición y la multiplicación, las congruencias 

x= a(m') 
implican, para cualquier polinomio f € Pa, 
Íf(%1, ..-, Zn) = f(Ar, =.., An) (m/) 

es decir, 


Hz, «., Tn) = Í(As, ..., 4n) + hu — 1) + «0. + in(En — An) 


con h, € Pa (y = 1, 2, ..., n). 

Establecido esto, si f € m, se tiene f(A1, ..., an) = 0, luego f(%1, ..., Tn) EM, 
de donde m < m”' y, por consiguiente, m = m/. 

De este modo, en el anillo Pa = A[zr, ..., 2n], donde A indica un anillo 
conmutativo con elemento unidad, el ideal m de los polinomios nulos en el 
punto (81, ..., An) es el ideal 


M = (21 — 41, ..., En — Ap). 


En particular, para n= 1, en el anillo P, = A[x], el ideal de los polinomios 
nulos para x= a, (a € A), es el ideal principal (x— a). 
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En un anillo cualquiera A sabemos definir, a partir de la multiplicación 
de elementos, la multiplicación de partes (no vacías). 


XY =(1y;1€X,yeY) 


y luego, a partir de ésta, la multiplicación — en cualquier familia de Moore F; 
Fis Fa=TFF, (Fi Fac) 


(cap. l, $ 4, 5.2). Este procedimiento se aplica, en particular, a las familias de 
Moore 3y de los ideales a la izquierda, Ja de los ideales a la derecha, e 3 de 
los ideales biláteros. 

En 3, por ejemplo, el producto M =— m1” de los ideales a la izquierda m 
y mw es el ideal a la izquierda 3, engendrado por la parte B, conjunto de 
productos mm” con m € m, y m' €m'.Pero B es una parte lícita a la izquierda 
y, según el teor. 6 (caso particular 1.9), el ideal B, no es otra cosa que el grupo 


aditivo B engendrado por B, esto es, el conjunto de las sumas finitas 
mim, + ... + mim; (k € (1,2,...) = N, mem, m,; em). A este conjunto de 


A 
Y mimi, (LEN, mem, mem). 
í=1 


le llamaremos, pues, ideal producto de los m y m” y es, efectivamente, un 
ideal a la izquierda. 

Este ideal producto lo indicaremos, por simplicidad, con la notación mm”, 
en vez de m -— m';por lo demás el empleo de letras góticas quita todo riesgo 
de confusión. 

Se extiende esta definición a la multiplicación de ideales por la derecha y 
a la de ideales biláteros. 

Observaciones. — 1. La definición de ideal producto mm' de dos ideales 
a la izquierda se aplica también aunque se reemplace m” por una parte cual- 
quiera no vacía C del anillo A. El ideal producto mC es el ideal a la izquierda 
conjunto de las sumas finitas 


k 
$ MCs, (kEN, mem, c1€C). 


i=1 


Se tiene una propiedad simétrica para los ideales a la derecha, pero esta 
extensión cae en defecto para los ideales biláteros. 
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2. Si el anillo A tiene elemento unidad e, el ideal a la izquierda B,=AB 
engendrado por una parte no vacia B, no es otra cosa que el ideal producto del 
ideal unidad (e) = A por la parte B. 


La multiplicación de ideales a la izquierda es asociativa : a(be) = (ab)e; 
el producto de un número finito de ideales a la izquierda en un orden dado 
queda, pues, definido de un modo único, y se puede hablar de potencias m2 
de un ideal a la izquierda m para cualquier entero positivo a. 


Se define simétricamente el ideal producto Ca de una parte no vacía C 
por un ideal a la derecha a; es un ideal a la derecha. La multiplicación asi de- 
finida en el conjunto Ja de los ideales a la derecha es asociativa. 


El producto gd de un ideal a la izquierda g por un ideal a la derecha d es 
lo mismo si se considera como producto del ideal a la izquierda g por la parte y 
(y entonces es un ideal a la izquierda) o como producto del ideal a la derecha 
dpor la parte Y (y entonces es un ideal a la derecha). Este producto gd es, por 
lo tanto, un ideal bilátero. 


Esta multiplicación de los ideales a la izquierda por los ideales a la derecha, que 
tiene por resultado un ideal bilátero, es una ley de composición de forma gene- 
ral, a saber, una aplicación de 3y Xx Jaen 3. La multiplicación de ideales biláte- 
ros es un caso particular, que da, en 3, una ley de composición interna aso- 
ciativa. 


Si gadmite una base finita G, 9 = GUASG, y si d admite una base finita 
D, Y = DUDA, el ideal producto gdes el subgrupo aditivo de A engendrado 
por los productos xy, x € g, y €d,Como x es suma finita de elementos de 
GUAG e yessuma finita de elementos de DU DA, 2y viene a ser suma 
finita de elementos de (G U AG) (D U DA) y tendremos 


gd =(GUAG)I(DUDA) 
=GDUAGDUGDAU AGDA 


lo que, teniendo en cuenta el teor. 6, demuestra que gd admite la base fini- 
ta GD, Si 


G=(81 En) D= (da, ..., de ), 
tendremos 
GD = ( gads, ..., gidy, ..., End y 
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y para los ideales 
(2) (81, «<, En Y [da, ..., de) = (guda, ..., 8udy, ..., Endr). 


Si g y 9 son principales, gd es principal. 

En el conjunto 3, de los ideales a la izquierda, por ejemplo, no son válidas 
las propiedades precedentes; el producto de dos ideales principales a la izquier- 
da (g) y (g') no contiene solamente a gg”, y a los elementos de la forma 
agg' (a € A), sino también los elementos aga'g” y las sumas de tales elementos. 
Así, (g) (g") contiene a (gg”) sin serle, en general, igual. 


La multiplicación de ideales a la izquierda, por ejemplo, es isótona (o, como 
también se dice, respeta la relación de inclusión), es decir: 


SS g implica 9MSIH y YES gg 


cualesquiera sean g, 9”, 91 € Jy. Sean F una familia de ideales a la izquier- 
da, m un ideal en F y a la suma 


a«=Nm 
mEesF 
La inclusión m <a implica gm < ga para todo m € F, de donde 


2ms<s(2 1) 


mEF mEF 


Inversamente, ga es el grupo aditivo engendrado por el conjunto de produc- 
tos gx en los que x, elemento de a, es de la forma 


c=M>+... + Mx, mi E Ma, mes, 
de donde 
gr = gm +... + gm €) gm 


mEF 
En consecuencia tendremos 


(2 m)s 20m 


mEF 
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y, finalmente, la igualdad, 


(2 m)-2 sm 


mEF meF 


Esta igualdad expresa la distributividad a la izquierda de la multiplica- 
ción con respecto a la adición en 3,, pero resulta válida para la suma de una 
familia F finita o infinita, por lo que diremos que se tiene aquí la propiedad 
distributiva general. Del mismo modo se establece, en 3,, la distributividad ge- 
neral a la derecha de la multiplicación con respecto a la adición; y se tienen las 
mismas propiedades en Ja, y en 3 para la multiplicación de los ideales a la 
izquierda por los ideales a la derecha *. 

La relación 


implica 


s((1m) <( sm 


mEF 


((1m)9 <= (1 mo 


mEeF meF 


pero aquí la igualdad no se verifica en general, como hacen ver ejemplos aná- 
logos al siguiente. 


Ejemplo. — Consideremos el anillo P = R[x, y, 2,f] de polinomios en x, y, 
2,t, de coeficientes reales, por ejemplo, y en este anillo los ideales 


a=(Y,2),  m=(%,y),  w=(20). 


Sea F = Az + By =Cz + Dt, A, B,C, D € P,un polinomio de la intersección 
m Na. La sustitución 2 =f=0 da 


A(zx, y, 0, O)x + B(z, y, 0, 0)y = 0 
de donde 


A =Qy + Arz + Bu, B Qx + Azz + Bat 


2 Utilizando el carácter distributivo de la multiplicación de ideales respecto a la suma, y el 
hecho inmediato de que el producto de un ideal principal a la izquierda por un ideal principal a 
la derecha es un ideal principal bilátero, se obtiene fácilmente una segunda demostración de la 
fórmula (2). 
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(Q, As Bi € P) y estas igualdades implican 
F € (x, y) (2, 1) = mm” 
Tendremos, pues, 
mAm<mm<mAm 

de donde la igualdad, que implica 

a(m A m') = (y, 2) (2, y) (2, 1) 
con lo que el ideal a(m Mm) no contiene ningún monomio de grado menor 
que 3. 

Por otra parte tenemos 


am = (y, 2) (z, y) 
am' = (y, 2) (2, t) 


y por lo tanto yz eam Nam”, mientras que yz ¿ a(m NM m/'). La inclusión 
a(m A m') Cam N am” 


es, pues, estricta. 


$ 8. Ideales maximales. Ideales primos 


Sea M un ideal en un anillo conmutativo A, 

Estudiemos las propiedades del anillo cociente A/m y estudiemos, princi- 
palmente, cuando A/m es un cuerpo o, más generalmente, un dominio de inte- 
gridad. 


Definición. — Un ideal maximal (o sin divisores) * del anillo A es un ideal 
m que no tiene más superideales (o divisores) que A y él mismo: 


macm <A implica mw = A. 


También se le llama ideal divisor mínimo. (Y. del T.) 
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El nombre se justifica porque tal ideal es maximal en el conjunto 
3J—(A)]=J de tos ideales propios de A, es decir, que no está contenido 
en ningún otro ideal de ese conjunto. 


Teorema 1. —1.? Para que el anillo cociente A/m sea un cuerpo, es nece- 
sario que m sea maximal. 

2.» Si-A tiene elemento unidad, e, y si m es ideal maximal, el cociente A/m 
es un cuerpo. 


1.» Supongamos que A/m sea un cuerpo, y sea m” un ideal de A con la 
condición 
mcm'(< A) 
Existe un elemento cg m y em; la clase C módulo mM a la que perte- 


nece c es distinta de la clase cero, es decir, de m. Si x es un elemento cual- 
quiera de A, situado en la clase X, existe una clase C” tal que 


xXx =CC' 
y, si ce” € C',se tiene 
x= cc(m), 
es decir 


z=c"+m donde mEMmCM, y cem, 


luego cc” em”, de donde x € m' y m' = A,como queríamos demostrar. 

2.2 Supongamos que A tiene un elemento unidad e, y que m sea un ideal 
maximal. Para probar que A/m es un cuerpo demostraremos que cualquiera 
que sea X € A/m y C € Ajm distinto de la clase cero, m, existe una clase 
C* tal que CC” = X. 

Sea c€C; cm; por lo tanto m Cm + (c) (estrictamente), luego 


m + (c) = A. 
Si x € X,se tiene, según la igualdad precedente, 


z=m-+y donde MEM y donde yE€l0), 
12 DUBREIL 
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ahora bien, A tiene elemento unidad, lo que implica (c) = Ac; luego y = Cc. 
De este modo 


=m-+Ccc, con mem 
de donde, designando por C* la clase que contiene a €”, 
x=0+C'C=C'C c.q.d. 


Observación. —La hipótesis de la existencia de elemento unidad en el 
anillo es indispensable para la segunda parte del teorema, Lo manifiesta asi, 
por ejemplo, el caso del anillo A de los números pares, en donde el ideal 
m= (4)es claramente maximal [si cg m, m + (c) = A]. En el anillo cociente 
A/(4) = (0,2) es 22 =0.Y como este anillo tiene divisores de cero no puede 
ser un campo. 


Definición. — Un ideal p de un anillo A se llama ideal primo, por defini- 
ción, cuando el anillo cociente A/p es un dominio de integridad. Para esto es 
necesario y suficiente que, designando por 0=p el elemento cero del anillo 
cociente A/p, y por X, Y dos cualesquiera de sus clases, sean incompatibles las 
relaciones 


XY=0, X%0 YX0 


Esto se traduce, volviendo a los elementos del anillo A, en que sean incompati- 
bles las relaciones 


2YyEP, 2ÉP yép 


Esta condición se suele expresar de una de las dos formas siguientes: 


a4)1Yy EP, Y TZÉP implican yEP; 
»Dépeyép implican 2yép; 


o, en otros términos, el conjunto complementario A — p es estable para la mul- 
tiplicación, Reciprocamente, si el complementario A — p de un ideal p es mul- 
tiplicativamente estable, este ideal es primo. 

Se puede en la condición a) por ejemplo, reemplazar los elementos por los 
ideales, y el signo € por el signo < : 
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a”) Para que un ideal Y sea primo, es necesario y suficiente que las rela- 
ciones 


impliquen 


(siendo a, y b,dos ideales del anillo A). 

Supongamos en efecto que p verifica la condición a”). Si abep y 244 p, 
poniendo a = (4), y b = (b), se tiene ab < p, a € p, luego b<p y bep: 
la condición a) queda satisfecha por Pp. 

Recíprocamente, si p cumple la condición a) y si se tiene ab < p, a E p, 
sea a un elemento de a no situado en p; cualquiera que sea b € b, tenemos 
abeab <p y como aép, resulta b € p, luego b < p. 

El mismo anillo A es un ideal primo, como se ve aplicando la condición a). 
Para que el ideal (0) sea primo es necesario y suficiente que A sea un dominio 
de integridad: se tiene, en efecto A/(0) = A. 

Según el teorema 1, todo ideal maximal en un anillo A con elemento unidad 
es primo, pues todo cuerpo es un dominio de integridad. 

Reciprocamente, si pes primo y si Alp es finito, A|p, por ser dominio de 
integridad finito es un cuerpo, luego p es maximal. 


Ejemplos. — 1. En el anillo Z de los enteros, como todo anillo cociente 
A/(m) = [0, 1, ..., m— 1) (m 4 0) es finito, y como A/(m) es un dominio de 
integridad y por ende un cuerpo, si, y sólo si, m es un número primo p, resulta: 
los ideales primos no nulos de Z son los ideales engendrados por un número 
primo (p), y son maximales. 

En cuanto al ideal (0) en Z, es primo pero no es maximal. 


2. Sean A un anillo conmutativo con elemento unidad  P,= A[z,,..., %n] 
el anillo de los polinomios en zx, ..., Zn con coeficientes en A, (ax, ..., Gn) UN 
punto del espacio A”, y 


mM = (21 — M1, ..., Zn — An) 
el ideal de los polinomios f de P, nulos en este punto (ver $ 7). 
La aplicación 


(a) fl%x, ..., Zn) > fl0r ,..., Un) 


de P, en Á es exhaustiva, pues todo elemento a de A es imagen del polinomio 
a de P (polinomio de grado nulo). 
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Además esta aplicación es un homomorfismo de anillos (pues respeta la 
adición y la multiplicación de P, y de A) y el núcleo de este homomorfismo a, 
conjunto de polinomios nulos en el punto (ar, ..., da), es el ideal Mm. Se tiene, 
pues, según el teorema del homomorfismo, el isomorfismo 


Pnjm= A. 


Luego: Si A es un dominio de integridad con elemento unidad, el ideal m, 
en P,, es primo; si A es un cuerpo, el ideal m, en Pn,es maximal y, a fortiori, 
primo, 


3. Designando por £2 el cuerpo de los complejos, consideremos el anillo 
A = Y[zx, y, 2] y los ideales de A siguientes: 

m = (x, y, 2), ideal de los polinomios nulos en el origen; es maximal, se- 
gún el ejemplo precedente, luego es primo. 

pi = (2, y). Toda clase C módulo P1 contiene un polinomio p(z) € 2[z] 
y sólo uno, resultado común de la sustitución x= y =0 en los polinomios de 
C, Las clases C se suman y multiplican como sus representantes y(2) y tenemos 
por eso el isomorfismo 


Alp = Q[z), 
y Q[z] es un dominio de integridad, luego p1 es un ideal primo de A. 


P» = (2); se puede hacer un razonamiento análogo, considerando para cada 
clase módulo Pa, un representante (y, 2) € L[y, 2]. Aquí se tiene 


A /p2 = My, 2), 
ty, 2] es un dominio de integridad y, por lo tanto, el ideal Pa es primo en A. 
Se tiene así la cadena creciente (finita) de ideales primos 


pCpcmcaA 


y P1, Pa son, según esto, ideales primos no maximales. 


4. Consideremos el anillo $ de las sucesiones (+) de números reales, 
Tm ER la adición y la multiplicación se realizan “término a término”. 

Las sucesiones se dicen acotadas cuando existen un número H y un en- 
tero N tales que para n= N sea |x;| < H. El conjunto $4 de las sucesiones 
acotadas es un subanillo de $. 
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El conjunto G de las sucesiones convergentes es un subanillo de HB y 
de S según la teoría elemental de límites. 

El conjunto 3 de las sucesiones nulas, es decir, de límite 0, es subanillo 
de C de $, y de $. 

El conjunto 30 de las sucesiones nulas triviales, es decir, con todos los 
x:=0 a partir de cierto lugar ¿ de orden (no determinado) es subanillo de los 
antedichos. 

Finalmente, el conjunto Jx* de las sucesiones que tienen nulos todos sus 
términos a partir de un índice k (x= 0 para ¿> k) es un subanillo de los ante- 
dichos, y también 3x+1, ...; Así tenemos: 


JC. CIC... CjICOFCCCROS. 
Como se ha visto antes, Jz es un ideal en $ y por lo tanto en todos los ani- 
llos intermedios. Las 3* forman una cadena: su unión 3, es un ideal en 8, 


(luego también en los anillos intermedios 3, C, 4, 8). 
3o no es primo en 3, luego tampoco lo es en G, $%, S. Tomemos, en efecto, 


. 1 
s=(1040. 3300) nt se, 
S=[0,4,0,4,.., o, >) Sato  S1€3 

y obtenemos: 


SiS. = (0,0, ..., 0,0, ...) € do 


Tenemos también S1S2 € 3: Wk, luego Jx no es primo en 3, ni en C, 3, 8, 
El conjunto 3 de las sucesiones nulas es un ideal maximal, luego primo, 
en el anillo ( de las sucesiones convergentes. 
3 es primero, visiblemente, un ideal en $, luego en GC. 
Sea M» un ideal de G tal que 


3CMEC 


Estableceremos la igualdad M = C. Para ello sea XeC y lim X= x. 
Como 3 2% Ab, existe una sucesión S tal que SEM, SÉ 3, luego lim $=s 0. 
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Consideremos la sucesión T = (t) donde t; = 2/s,V ¿; T € C, lim T=x/s 
y se tiene 


lim (TS) =x/s.s =x=lim X 


luego 
lim (X — TS) =0, es decir xX—TSEFJCMA 


y como SEM, se tiene X € M, luego ML = C. 
En el subanillo $ de las sucesiones acotadas el ideal 3 no es primo. 
Tomemos 


S'=(1,0,1,0,...)43,5'€% 
S”"=(0,1,0,1,...)43,5"ESB; 


Se tiene 
S'S” =(0,0,0,0,...)€3 


Este ejemplo pone de relieve un hecho importante que, por lo demás, ya 
era claro en las definiciones: para un ideal, las propiedades de ser máximo y 
de ser primo son propiedades relativas, es decir, que no dependen sólo del ideal, 
sino también del anillo en que se considere. Si, por ejemplo, p es ideal primo de 
A, y si A” y A” son anillos tales que 


pCcACACcA” 


P es, ciertamente, ideal primo de A” pero puede no ser ideal primo de A”, e in- 
cluso puede que no sea ni tan siquiera ideal de A”. Asi, el conjunto p de los 
enteros pares, es ideal maximal en el anillo de los enteros, pero no es un ideal 
del anillo (cuerpo) de los números racionales. 


CAPÍTULO V 


CONJUNTOS ORDENADOS. —RETÍCULOS 


$ 1. Conjuntos ordenados. Cadenas 


Un conjunto ordenado es un conjunto E en el cual se ha definido una re- 
lación de orden, es decir una relación binaria Y que cumple estas condiciones: 


1. Reflexiva: a0a, Va € E; 
2.» Transitiva: a0b y b0c implica a0c 
3.» Antisimétrica (o propia): a 0 b y b0a implica a = b. 


A menudo utilizaremos la notación a < b, que se lee: a es anterior a b, o 
precede a b, o es menor o igual a b. Se puede escribir también b > a. (b es 
posterior, o sigue, o es mayor o igual a a). 

Si entre dos elementos se tiene: a <bo b < a se dice que son comparables, 
El no serlo se expresa con el símbolo a | b. 

La restricción de la relación de orden 9 a un subconjunto E” de E es una 
relación de orden 6': todo subconjunto de un conjunto ordenado es también 
conjunto ordenado. 


Observaciones. — 1.» aX bh quiere decir que, simultáneamente, aX b y 
a % b. Es también una relación binaria, que llamaremos relación de orden es- 
tricto, Es transitiva, y a<b y b<a son incompatibles. 
En un conjunto ordenado, la negación de a< bes: (b<aoal 5). 
3.» Si, para todo par (a, b) de elementos de E se tiene a X< bo b< a, el 
conjunto se dice totalmente ordenado, o, también, cadena. En este caso escribi- 
remos a < b con preferencia a a< b, 


4. Parte herediteria de un conjunto ordenado E, es un subconjunto S 
tal que 
1<s)ssEeS implica x€S. 
5.2 El conjunto a de los elementos de E inferiores o iguales al elemento a 
suele llamarse sección inicial de a. Es, evidentemente, una parte hereditaria de E. 
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Diagrama y grafo de un conjunto ordenado. — Puede ser cómodo represen- 
tar un conjunto ordenado mediante una figura. Cada elemento a será represen- 
tado por un punto del plano, el cual se une por un trazo continuo, orientado con 
una flecha, a aquellos elementos b tales que a < b. 

El conjunto E de los puntos y orientaciones, o diagrama del conjunto, con 
la aplicación de E en $(£) que asocia cada elemento a de E con el conjunto A 
de elementos x de £ a los que se puede pasar desde a siguiendo sin interrup- 
ción la dirección de las flechas, constituye lo que se llama el grafo del conjunto 
considerado. 


Ejemplos. — 1." Si A es un conjunto cualquiera, el conjunto de sus partes 
o subconjuntos, E=Y$(A) está ordenado con la relación de inclusión de 
conjuntos. En este caso, la relación de orden se denota generalmente por S. 


2. Un mismo conjunto puede ser ordenado de diversas maneras. Sea 
E=(1,2,..,n, .-Jel conjunto de los números naturales. Se le puede ordenar: 

a) de la manera habitual (p <gS3r€E tal que p + r =q) y entonces 
E es una cadena; 

b) por p< I9SITrEE tal que pr =q. Entonces no tenemos cadena; 

() 2p+1<2g Vp y Wg;2p+1X<2s+15Gp<s(en el orden 
4); 2pX 25%s < p (en el orden a); se tiene aquí la cadena 


113,5, 22 +4, 0 2) «.. 4, 2 


d) a<b3G3 p primo tal que a= p,b= pt,s<t. 

Se podrian indicar así muy variadas relaciones de orden en el conjunto 
de los números naturales. 

Tracemos los diagramas del conjunto de números 1,2,3,4,5, 6,7, 8, 9, 10, 
ordenado por las restricciones de las relaciones precedentes. 


1 
a Doa 94 
h ¿ 
; dl t 
: 4 
Ñ 
E 1 
¿ 

od s 2] 
3 1 
3 : H 
1 1 
1 1 

a , 

s 

i 2 3 E 
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3.» Si E y F son dos conjuntos ordenados,también E X F se puede ordenar, 
poniendo: 


p< mese y 1<f 


relación que es reflexiva, transitiva y antisimétrica; estas propiedades resultan 
inmediatamente de las relaciones de orden de E y F. Señalemos que la propie- 
dad en E y F de ser totalmente ordenados, no se conserva en E X F. 

4. El conjunto de funciones reales de una variable real definidas, por ejem- 
plo, sobre [0,1] está ordenado por 


1< 85 /1(2) < ga) Vzel0, 1] 


$ 2. Elementos notables eventuales en un conjunto ordenado E 


En un conjunto ordenado E, se llama: 

elemento nulo o elemento inferior a un elemento O tal, que sea 0 < x, para 
V x € E; un elemento así es necesariamente único, puesto que O X0*y 0*<0 
implican 0 = 0%; 

elemento universal o elemento superior, a un elemento u tal que se tenga 
x< u, para Vx € E. Este elemento es también necesariamente único; 

punto o átomo a todo elemento p de E diferente de O y tal, que no exista 
elemento x de E comprendido estrictamente entre 0 y p:0<x<X p implica 
=06x=p. 

Observación. — De modo general, en un conjunto ordenado E, se dice que 
b cubre a a (o que a está cubierto por b), si a<b y si no existe elemento c de 
E comprendido estrictamente entre a y b. Un punto es, pues, un elemento que 
cubre a 0. 

Para un subconjunto A de E, que eventualmente puede coincidir con E, se 
definen también los elementos siguientes, que pueden existir o no: 

elemento máximo de A:m*€ Atal que <m*, Vx A; 
mt es pues el elemento universal de A considerado como conjunto ordenado por 
la restricción a A del orden de E: 

elemento minimo de A: p*€EA tal que p*<zx,VxE A; 
n* es pues el elemento nulo de A. 

Se llama elemento maximal de A un elemento m de A tal, que no existe 
elemento de A que. le sea estrictamente superior: 


ÁxeAm<z o también, m<xVzxeA e 


Un elemento asi, si existe, no es necesariamente único; por ejemplo en 
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I(E) —([ E) el elemento E — [a JW a € Ejes maximal; y, más generalmente, 
en todo conjunto E que admite un elemento universal u, los elementos cubiertos 
por u son los elementos maximales de E —(u). 

Se llama elemento minimal de A un elemento y de A tal, que no existe 
elemento de A que le sea estrictamente inferior. 

Un elemento minimal, si existe, no es necesariamente único; por ejemplo, 
en S(E) — SY todos los puntos de S(E) son elementos minimales; y, de modo 
general, si E tiene un elemento nulo, los puntos de £ son los elementos mini- 
males de E —(03.En el conjunto de los números naturales mayores o iguales 
a 2 ordenado por el procedimiento b), todos los números primos son elementos 
minimales. 


Observación. — Cuando un conjunto tiene elemento máximo, este elemento 
es también maximal, y no existe ningún otro elemento maximal. Análogamente, 
el elemento mínimo es elemento minimal único. 

Los elementos que vamos a introducir ahora pueden no pertenecer a A. 

Se llama elemento mayorante de A un elemento s de E tal que x < s,V x€ A. 
Si s es un mayorante de A, todo elemento s' de E tal que s<X s' es también 
un mayorante de A. 

Si A posee elemento máximo, este elemento es un mayorante y es el menor 
de los mayorantes de A. Inversamente, si A admite un mayorante que le perte- 
nece, este elemento es elemento máximo de A, y es el menor mayorante de A. 

Se llama elemento minorante de A un elemento t de E tal que sea. 1X x, 
VzxE A.Si 1" <t,t es también un minorante de A. Si A admite un elemento 
minimo, es un minorante, y es el mayor de los minorantes de A. 

Un subconjunto A del conjunto ordenado E es acotado, si admite al menos 
un mayorante y al menos un minorante; es mayorado si admite al menos un ma- 
yorante; es minorado si admite al menos un minorante. 

Un conjunto ordenado E tal, que todo subconjunto de dos elementos esté 
imayorado, se dice filtrante superiormente. 

Resulta fácilmente que: 

Todo subconjunto finito de un conjunto filtrante superiormente es mayorado. 

Se tiene también: 

En un conjunto filtrante superiormente E, un elemento maximal es elemento 
máximo, y por consiguiente es único. 

En efecto, si m fuera maximal sin ser máximo, existiría al menos un ele- 
mento a de E que no sería comparable con m. Pero por ser el conjunto filtrante 
superiormente, existirá un mayorante común a a y m, necesariamente distinto 
de m, y m no será por ello maximal. 

Se definen de manera análoga los conjuntos filtrantes inferiormente: Para 
todo par a,b existe un minorante común: 


VayberE, IcEEjcKa, y cd. 
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Conjunto filtrante es un conjunto a la vez filtrante superiormente y filtran- 
te inferiormente. 

Vamos a estudiar casos particulares importantes de conjuntos filtrantes o 
filtrantes por un lado. 


$ 3. Semirretículos 


Un sup-semirreticulo es un conjunto ordenado en el que dos elementos 
cualesquiera a y b, admiten siempre un mayorante minimo, que llamaremos 
supremo o unión de a y b, e indicaremos por la notación sup (a, b) o a Y b. 


Ejemplos. - .» Toda cadena, en particular la de los enteros ordenados 
de mayor a menor en el orden habitual, es un sup-semirretículo: 


sup (pp =9 si p<qg 


2.» El conjunto de los enteros positivos ordenados por la relación de di 
sibilidad explicada en 26),es un sup-semirretículo; ahora sup (p, q) es el minimo 
común múltiplo de p y q. 

3. En S(£) ordenado por la inclusión de conjuntos, se tiene sup (A, B)= 
A UB, es decir, la unión en el sentido de la teoría de conjuntos. 


Observación. — S(E) — [ E y no es sup-semirreticulo; pues, si a y b son 
diferentes, 


(E=(a)U(E—(0) 
no existe en $ (E)—([E),si a€E y b€E son elementos diferentes. 


Proposición. — En un sup-semirreticulo todo subconjunto finito admite un 
mayorante minimo, al que también llamamos supremo, o unión, del subconjunto. 

Se demuestra inmediatamente por recurrencia. Sea cierto para subconjuntos 
de menos de n> 2 elementos: ponemos » =sSUp (41, ..., Un—1), los elementos b 
y an tienen un mayorante mínimo c que entonces mayora a 01, ..., Gn—1,Qn ; Sea 
ahora m otro mayorante de 41, ..., Un. En particular, m mayora a 41, ..., 
luego abya an luego a c, de donde c es mayorante mínimo de 41, ..., Gn,. 


Ars, 


Generalización. — Un sup-semirreticulo completo es un sup-semirreticulo en 
el cual todo subconjunto S admite un mayorante mínimo (llamado como antes, 
supremo o unión de S). 

En particular, un sup-semirretículo completo admite un elemento universal. 
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Por ejemplo, en S(E) una familia cualquiera de elementos 
A(A,< E,Viel) 


tiene como supremo su unión en el sentido de la teoría de conjuntos: 
sup A, =([(2;2€E,J:€1,2€A) = U A,, Porlo tanto $(E) es un 
sup - semirretículo completo. El 

En cambio el conjunto de naturales con su orden habitual no tiene mayo- 
rante mínimo. Es un sup-semirretículo no completo, 

De manera análoga se define un inf-semirreticulo: 

Un inf-semirreticulo es un conjunto ordenado en el cual dos elementos a y b 
cualesquiera admiten un minorante máximo que llamaremos infimo de a y b, al 
que designaremos por inf(a, b)Ó a Ab. 

Por ejemplo en toda cadena, en particular en el conjunto de números natu- 
rales ordenados por el procedimiento habitual, se tiene: 

inf(p, 9) =p si p <q 

Análogamente, el conjunto de números naturales ordenado por el procedi- 
miento 2 b) es un inf-semirretículo, con inf(p, q) = m.c.d. (p, 9). 

S(E) es igualmente un inf-semirretículo, y se tiene inf(A, B) = AN B. 
Pero es necesario observar que (E) — Y no es un inf-semirretículo puesto que 
el límite inferior de dos puntos distintos no pertenece a S(E) — Y. Análoga- 
mente el conjunto de números naturales mayores o iguales que 2 ordenado por 
el procedimiento 2 b) no es un inf-semirretículo, puesto que el m.c.d. de dos 
números primos no es un entero mayor o igual que 2, 

En un inf-semirretículo todo subconjunto finito admite un minorante máxi- 
mo; se llama inf-semirreticulo completo un inf-semirretículo en el cual todo 
subconjunto admite un minorante máximo, o ínfimo. En particular, un inf-semi- 
rretículo completo admite elemento mínimo. 

Por ejemplo S(E£) es un inf-semirretículo completo. Por el contrario la ca- 
dena de números reales 1/n paran = 1, 2,.., con el < habitual, no es un inf- 
semirretículo completo. 


$ 4. Retículos 


Un retículo es un conjunto ordenado que es a la vez inf- y sup-semirre- 
tículo, Dicho de otra manera, un retículo es un conjunto ordenado en el cual 
todo par de elementos admite un mayorante mínimo y un minorante máximo, es 
decir, un supremo y un infimo. 

De lo visto en el párrafo anterior, resulta que todo subconjunto finito de un 
retículo es acotado. 

Si E y F son retículos, el conjunto producto E X F, ordenado como se ha 
visto en $ 1, es también un retículo. 
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Observemos que un subconjunto 4 de un retículo o de un semirretículo 6 
ordenado por la restricción a A de la relación de orden de BG no es necesaria- 
mente un retículo o un semirretículo; por ejemplo A = S(E) — [YW, E jno es 
ni un retículo ni un semirretículo; pero hay más, un subconjunto A de un reticulo 
o de un semirretículo 6 ordenado por la restricción a A de la relación de orden 
de 8 puede ser un retículo sin que, para un par de elemento de A, el supremo 
e ínfimo sean los mismos en A y en BG. Pero si se tiene, naturalmente: 


infá (a, a”) < infg (a, a”) < supy (a, a") < supa (a, a), Va y EA. 


Si infa (a, a”) = infg (a, a) y supy (a, a”) = supa (a, a”) para todo par de 
elementos (a, a”) de 4, se dice que 4 es un subretículo de Ú. 
Diremos que dos conjuntos ordenados E y E* son isomorfos, si existe una 
aplicación biyectiva a de E sobre E* tal que cada una de las relaciones a < D, 
a(a) < a(b) implica la otra. 


Lema. —Si E y E* son dos conjuntos ordenados isomorfos, y si en E por 
ejemplo, un conjunto A de elementos a, admite supremo s, o infimo i, las imá- 
genes a(s), ali), son también respectivamente supremo e infimo del conjunto 
a(A) de las imágenes de los elementos de A, en E*. 

En efecto, ¿X a<s para todo ae A —> ali) < a(a) < als), luego a(i) 
es un minorante y a(s) un mayorante para a(A). Y si se tiene 2* < a(a) < y* 
para Va € A, se deduce de ello, poniendo x= a—(2*), y = a—Uy*), que 
2<a< y, Y a€ A, luego x< ¿is < y de donde 2* < a(i), a(s) < y*. 


Corolario. — Dos retículos isomorfos como conjuntos ordenados, lo son como 
retículos (es decir, tomando sup e inf como leyes de composición). 


Detinición. — Un retículo es completo si es a la vez inf y sup-semirreticulo 
completo. 

Así, S(E) es un retículo completo. 

Si E y F son retículos completos, el reticulo E X F también lo es. 

Consideremos finalmente el conjunto de funciones reales definidas > O y aco- 
tadas superiormente sobre el intervalo cerrado [0, 1], ordenado como se ha visto 
en $ 1. Este conjunto, que es un retículo, es un inf-semirretículo completo. Si se 
supone que todas las funciones son acotadas superiormente en sa conjunto por 
un número fijo, entonces constituyen un retículo completo. 


Teorema 1. — Todo semirreticulo completo A que tiene un elemento nulo O 
y un elemento universal u es un retículo completo “6. 

Para fijar ideas, tomemos un int-semirreticulo completo, lo que implica la 
existencia del elemento nulo 0, y tomemos un subconjunto cualquiera S de A. 
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El conjunto A de los mayorantes de S en A, no es vacio puesto que u existe 
y ue. 

AG es un subconjunto de 4, luego admite un minorante máximo y; pero, si 
sES, se tienes <m Vm € M..Luego s es un minorante de AL, por lo que 
s <p y esto para todo elemento s de S. Por consiguiente yu es mayorante de 
S:HEwMmM y es el elemento mínimo de Ab. 


Según la definición dada en el capitulo 1, una familia de Moore F de partes 

de un conjunto E es un inf-semirretículo completo con elemento universal E. 

F es por consiguiente, según el teorema 1 un retículo completo en el cual el 

mayorante mínimo de un subconjunto $ de F, sup S, está definido de la ma- 
ses 


nera siguiente. Sea AG el subconjunto de F formado por las partes M que ma- 
yoran a S: 


n 


M=(M;MEF,S< M VSES). 


Tenemos 


UN) sup S = inf M M. 


SES. MEN MEX 


Podemos inmediatamente generalizar lo que precede reemplazando el retículo 
$(£) de las partes de un conjunto E por un retículo completo cualquiera G, en 
el cual continuaremos designando los elementos por letras mayúsculas y en el 
cual la relación de orden, el supremo y el ínfimo, serán indicados respectiva- 
mente con <, Y y A. Una parte F de T se llama familia de Moore si verifica 
las dos condiciones siguientes: 

1. El elemento máximo U de G pertenece a F. 

H. Para toda parte no vacía $ de -F, se tiene 


ASEF. 
ses 


Según Il, F es un inf-semirretículo completo que tiene elemento máximo 
según I, luego en virtud del teorema 1, F es un retículo completo. El supremo, 
en $, de toda parte no vacia S,sup $, se obtiene como más arriba. Designando 
con «Ab el conjunto de elementos M de F que mayoran a $: 


M=[M¡MEF,S< MYSES), 
tenemos 
(1) 


supS= A M. 
ses MEN 
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A todo elemento X de B podemos asociarle el elemento minimo X de F que 
contiene a X : designando por S el conjunto de elementos S de F superiores 
o iguales a X, tenemos 


X=AS  (€%). 
SES 


Es claro que, para un elemento F de F se tiene 7 = F y que la aplicación 
X>YX de G en F es extensiva (X < X), isótona (X < Y implica X< Ye 
idempotente 6 = X puesto que Yes). Esta aplicación será llamada de 
ahora en adelante clausura de Moore asociada a la familia F. 

Consideremos entonces un subconjunto cualquiera YX de T. Tenemos la 
fórmula 


(2) X =sup X 


xEL 


que generaliza la fórmula establecida en el capitulo 1 ($ 5) para el caso 8 =3(£), 
que escribimos 


DeX < X, obtenemos Y X<X Y X, luego 
xexL xex 3 

Por otra parte, X < sup X (€ F) implica Y X< sup X, de donde 
xEL NEL Yer 


Finalmente, X < Y _X implica X< Y_X (€F) luego sup X < YX. 
XETX XxEL EL xEx 


La doble igualdad (2) resulta de las tres inclusiones que acabamos de es- 
tablecer, 


En particular, para un subconjunto S de F, tenemos: 


(3) sup $ = Y S (S < F). 
ses ses 


Resumiendo, podemos enunciar: 
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Teorema 2. — Una familia de Moore F en un retículo completo 'G es también 
un retículo completo, cuyo infimo coincide con el A de G, mientras que el supre- 
mo viene dado por las fórmulas (1) y (3). Se tiene además, para un subconjunto 
X cualquiera de “G, la fórmula (2). 


Corolario. — La equivalencia de clausura R definida en 'G a partir de F 
por 


X= X(R) > si A = Za 
es compatible con Y según la fórmula (2). 


Ejemplos. — 1. En un semigrupo (multiplicativo) D, las partes estables S for= 
man una familia de Moore, y por lo tanto un retículo completo, en el cual 


inf (S1, Sa) = Si N Sa 


mientras que 


sup (S1, S2) = $, US, 


es la parte estable engendrada por S, U S3,es decir el conjunto de los productos 
(finitos) formados con elementos tomados en $1 y Se. 


2. En un grupo G, los subgrupos H forman una familia de Moore, luego 
también un retículo completo JC, en el cual 


inf (41, Ha) = Hi M Ha 


mientras que 
sup (Hi, Ha) = H, U Ha 


es el subgrupo engendrado por H,y U Ha, es decir su reunión completa (Cap. Il, 
$ 1), conjunto de los productos finitos formados con elementos tomados en H1 
y Ha. 

Asi mismo, el conjunto de los subgrupos distinguidos del grupo G es una 
familia de Moore, luego es un retículo completo D. Ahora bien, la reunión com- 
pleta de una familia de subgrupos distinguidos, que es también su producto, es 
un subgrupo distinguido: D es pues un subreticulo del retículo JC de todos los 
subgrupos. Volveremos ($ 8) a tratar del retículo de los subgrupos distinguidos 
de un grupo G. 

En un anillo A, designamos por $ la familia de los subgrupos aditivos, por 
3, Ja, 3 las familias de los ideales a la izquierda, de los ideales a la derecha y 
de los ideales biláteros de A;8,3,,3a,3son familias de Moore y, por consi- 
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guiente, retículos completos. En 8, el supremo coincide con la suma; ocurre lo 
mismo en los retículos 3¿, Ja, 37 puesto que un grupo aditivo suma de ideales es 
un ideal (Cap. IV, $ 7). De ello resulta que 3, y Ja son subretículos de $8, y 
que 3 es un subreticulo de 3, y de Ja. Más adelante (S 8 y $ 10) insistiremos 
sobre los retíiculos de ideales. 


3. Dado un conjunto E, consideremos los subconjuntos F de S(E)estables 
para la intersección M y licitos para la unión Ú: 

1) FLEF, FaEF > FiNF:€F; 

2) FEF, XENE)>FIUXEF. 

El conjunto de estas partes F de S(L) es una familia de Moore, luego es 
un retículo, 


Observación. — Sea Y € S(E) con Y D F1 € F,se tiene entonces 


FUA= Y; ahora bien FEF => F¡UYEF según 2), y por 
consiguiente Y U Fi = Y implica 


2F,€EF, Y Fi, > YeF. 


Reciprocamente si una familia de partes de E verifica 1) y 2), resulta de 
ello, si F1 € F y X € S(£),que Fi U X contiene a F perteneciente a F, es de- 
cir 2%), 

Luego el sistema de condiciones 1) y 2) es equivalente al sistema de las 
condiciones 1) y 2%). 

En topología, se llama precisamente filtro una familia F de partes del 
conjunto E que verifica estas condicione: 

1) F1EF, PEF > FINF2€cF; 

2FEF,X2F > XEF; 

Dis. 

La 3) expresa que el filtro considerado no es S(E),pues $(E) contiene a Y 
e inversamente, si una familia F que verifica 1) y 2) contiene a W, en virtud 
de 2) contiene toda parte X de E, Los filtros son por consiguiente los elementos 
de la precedente familia de Moore, distintos del máximo S(£),que se llama filtro 
impropio. 

Podemos enunciar: 


Teorema 3.— Los filtros de E constituyen con T (E)una familia de Moore, 
que llamaremos la familia de Moore de los filtros de E. 

Consideremos entonces dos filtros F y F* de E; inf (F, F*)es la intersec- 
ción F'de estas dos familias en S(£),es decir el conjunto 


F =(F'¡ FSE FEF,FEF*). 


13 DUBREIL 
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Se tiene F' =D donde 
BD=(FUF*; FEF, F*EF*) 


En efecto FU F* 2 F implica FU F*ESF ¡así mismo FU F*2 F*im- 
plica FU F* € F*, de donde FU F* € $" y por consiguiente D < F”. 

Reciprocamente, sea FEF”, F! = F' U F' es pues un elemento de 9 y 
tenemos F'< D, de donde sigue la igualdad. Por consiguiente podemos escribir 


int (F, F*) =(FUF*; FEF, F*EF*) 


En cuanto a sup (F, F*) es el filtro engendrado por la parte de S(E) que es 
la unión en el sentido de la teoría de conjuntos de las partes F y F* 

Como parte estable para la intersección, este filtro contiene el conjunto 3 
de las intersecciones F N F*donde FEF, F*EF*. Pero este conjunto 3 es lícito 
para la reunión puesto que 


(PNF*)UX=(FUX)N(F*U X) 


FUXEF, FFUXEF, VWXES(E). 
3 es, pues, el filtro buscado: 
sup (F, F*) =(FPONFE*;, FEF, F*EF*) 


Puesto que hemos tratado con retículos completos, se tiene también para 
cualquier familia de filtros, 


sup (F,) =(NF,;F,€F, ¿€l) 
“El 
inf (F)=(UF,;F,€F 1€l) 
El 


Naturalmente puede ocurrir que sup (F, F*) no sea un filtro, sino el filtro 
impropio S(E) ; será así si existen FEF y F* € F*tales que FNF*= Y y 
sólo en este caso. 

De modo general, si ML es una familia de partes no vacías de E, el filtro F 
engendrado por AL contiene como elementos todas las intersecciones finitas de 
partes de MG, luego contiene la familia .M-estable engendrada por A. 

En virtud de la condición 2), F es el conjunto de las partes de E que con- 
tienen una tal intersección finita. Luego el sistema de generadores NL engendra 
un filtro 4 S(E) si, y sólo si, ninguna intersección finita de elementos de A es 
vacia. 
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Entre los sistemas de generadores ML que engendran el mismo filtro F 
(elementos de la clase de Fen la equivalencia de clausura de Moore en $(E)), se 
llama base de filtro los que tienen la propiedad siguiente: 

Existe un elemento de Mi contenido en toda intersección finita de elementos 
de Ab. 

Naturalmente una base de filtro no engendra nunca el filtro impropio T(£), 
y de aquí su interés. 

Entre los sistemas de generadores de un filtro, existe siempre al menos una 
base de filtro: el mismo filtro. 

Pero, por ejemplo, F UF'* no es en general una base de filtro para 
sup (F, F*). 

Se obtienen bases de filtro de la manera siguiente. Sea F'* un filtro en un 
conjunto E”; toda aplicación a de E' en E, aplica F* sobre una base de filtro 
en E. En efecto: 


M=(a(F); FEF) 
es un subconjunto de $(%) que engendra un filtro de E y si F1€ AM, F2€ M, 
existe F¡€F' y F2€ F' tales que 
AF) =Fi,  a(Fi) = Fr, 
de donde 
AFAN Fs) < a(Fi)N a(F;) = Fi MN Fa 


AFÍN FiEN 


está contenido en F1 N Fa. 


Luego la imagen, en un conjunto E, de un filtro de E” por una aplicación a 
de E en E, es una base de filtro. 
Se tiene además Fi M F2€ M;en efecto, 


Fi* = a [a(Fi)] 2 Fi, luego Fi* EF" (i = 1, 2); 
ahora bien 
FPOnFrEs 
y por consiguiente: 
Fi N Fa=a(Fr*N Fr) EN. 


Si a aplica E' sobre E, la base de filtro Mo. = a(F”) es un filtro. Sea en efec- 
toXx> Fi(X< E, Fi€ A) la aplicación a es exhaustiva, luego a—(X) existe 
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y verifica 
a—UX) 2 aUF), 
de donde 
a UX)EF* y X= ala UX)] € AM. 


Ejemplos de filtros. — 1. El conjunto de las partes de E que contienen una 
parte dada A + Y es un filtro llamado filtro principal de A, F(A). En efecto, 


o AL2A y A22 A implican A1NA22 A, 


luego 
A1N A2rEF (A). 


20 X € T(E) y A1 EF(A), es decir A12 A, implican  A1UX2 A, 
luego A1UXEF(A) 

30H EFIA). 

2. El conjunto de los complementarios de los subconjuntos finitos del con- 
junto E supuesto infinito es un filtro. En efecto: 

10 Gz(A1 N 42) = [x41 U [x42 es una parte finita de E. 

29 X € T(E) y (2A finito implican 


[XX U 4) = [EX N [zA < (24, 


luego (jg(X U 4) es finito. 
30 (28 = E es infinito por hipótesis. 


3. Asi mismo, el conjunto de los complementarios de las partes numerables 
de un conjunto E no numerable es un filtro. 
Indiquemos todavía una proposición importante: el teorema de Mac Neille. 


Sea E un conjunto ordenado; consideremos la aplicación a de F(E)en S(E) 
que asocia a cada parte A de E el conjunto A* de los minorantes del conjunto Ma 
de los mayorantes de A: 

Mai=(m;a<m VagA), 
A*=(2;2<m Wm€ Ma), 
(a) A> Ar 


Si A = £Y,se tiene Ma = E y, si E posee un elemento mínimo z, 4* = (2); 
en caso contrario, A* = £. Si el conjunto Ma de los mayorantes de A es vacio, 
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A* no es otro que E. 

La aplicación a así definida posee las propiedades siguientes: 

lv Se tiene por construcción A < A*: a es extensiva. 

2. SeaA < B;el conjunto Ma de los mayorantes de B está contenido en 
el conjunto Ma de los mayorantes de A, de donde A* < B*: a es isótona. 

3.2 Puesto que tenemos A < A*,todo mayorante m*de A*es un mayo- 
rante de A; pero inversamente, todo mayorante m de A mayora a A*, por defi- 
nición: luego Ma = Mar y por consiguiente A* = A** ; a es idempotente. 

Por tener esas tres propiedades, a es una clausura de Moore; los cerrados 
a(A) = A* constituyen una familia de Moore, y por ende un reticulo completo 
G [subconjunto de S(E)]. La relación de orden G es la inclusión de las partes 
y el inf, en 6, coincide con la intersección conjuntista. 

Consideremos la parte [zx ) con un solo elemento z de E; su imagen (x el 
que designaremos simplemente por x*,es el conjunto Sz de los elementos s X x 
en el orden_de E: S, es llamado sección inicia! de x. Se indica también con 
el símbolo 7. Sea S(< G) el conjunto de los x* =S, cuando x recorre E; 
la aplicación 


a c— q* 


de E sobre 8 es evidentemente biyectiva; x < y en E implica x* < y* en 8 
y reciprocamente; los conjuntos ordenados E, $ son isomorfos. 

Según el teorema 2 y las fórmulas (2) y (3), el supremo, Sup, en GB, viene 
dado por: 


(8) Sup F= (U y (F < %) 


269 FEF 


y se tiene para una familia cualquiera X de partes de E: 


(2) Sup X* = (|) xy". 
ter xExL 
Si A es un subconjunto (finito o infinito) de E tal que, en el orden de E, 


sup a=h existe y si ze h*t= Sh, z, menor o igual al elemento mínimo del con- 
«EA 


junto Ma de los mayorantes de A, es un minorante de Ma, luego x € A*; tene- 
mos pues h* < A*. Pero inversamente, puesto que kh € Ma, el conjunto A* de 
los minorantes de M, está contenido en h*, de donde la igualdad: 


(4) A*=h*. 


De ello resulta, en primer lugar, que toda igualdad de la forma sup A = sup B 
en E implica A* = B*, 


198 CONJUNTOS ORDENADOS. RETÍCULOS CAPÍTULO V 


Por otra parte, reemplacemos A por l Jia; tenemos, según (2) 


«EA 
A* = Sup at; 
0EA 
la igualdad (4) se escribe entonces 
(5) Sup a* = ( sup els, 
aEA aEs 


lo que expresaremos diciendo que la inmersión de E en el retículo completo 6 
conserva el mayorante minimo, o supremo. 


Si, finalmente, A es una parte de E con un minorante máximo, ¿ = inf a 
J 0EAs 
en el orden E, i* = S; es el conjunto de los minorantes de Á ; ahora bien a* = Su 


es el conjunto de los minorantes de a y por consiguiente la intersección 


ar 
aEA 


es el conjunto de los minorantes de A, es decir ¿*; tenemos entonces 


(6) 


*= (int ay 
“Ed «Cl 


por lo que el infimo también se conserva. Podemos enunciar: 


Teorema 4 (Mac Neille). — Todo conjunto ordenado E puede sumergirse en 
un reticulo completo “6 de modo que el supremo y el infimo se conserven. 


Observación. — Si E es el conjunto de los números racionales, con el orden 
habitual < (orden total), se obtiene para TU un retículo completo que, salvo iso- 
morfismos, no es otro que el conjunto de los números reales al cual se ad- 
juntan un elemento mínimo (— oo, correspondiente a WD) y un elemento máximo 
(+ oo, correspondiente a E). El teorema de Mac Neille generaliza, pues, la defini- 
ción de los números reales por el método de Dedekind. 


$ 5. Definición algebraica de un semirretículo o de un retículo 


En el precedente $ 4 hemos introducido los retículos y los semirretículos a 
partir de una relación de orden. 

Vamos ahora a vincular ese punto de vista conjuntista y el punto de vista 
algebraico, considerando un semirretículo o un retículo, como un conjunto en el 
cual se han definido una o dos leyes de composición interna. 
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En un inf-semirretículo, por ejemplo, a cada par de elementos a y b se 
puede asociar el elemento inf (a, b); se define así una ley de composición interna 
que denotaremos por un signo de operación, por ejemplo a Ab, que según su de- 
finición es, evidentemente, 

L idempotente: a a =a, 
H. conmutativa: a Ab=b Ma, 
MI. asociativa puesto que: (a Ab) A c=a A (b A c) = inf (a, b, c). 


Inversamente, consideremos un semigrupo (o monoide) abeliano D en el que 
denotaremos con T la operación, que supondremos idempotente. Consideremos 
entonces la relación R, definida por 


aRbsiaTb=a; 


en virtud de la idempotencia, es reflexiva: aT a =a implica aRa ; en virtud 
de la conmutatividad, es antisimétrica puesto que: 


aRb, (aTb=a) y bRa(bTa= b) implican aTb=a=b. 


En fin, es transitiva, 


aRb y bRe, es decir aTb=a y bTe= b implican aTc=(aT b)T c,de donde en 
virtud de la asociatividad: 


aTec=aT(bTce)=aTb=a, 
es decir aRe. 


R es, pues, una relación de orden. 

Además, el conjunto D así ordenado es un inf-semirreticulo. Se tiene en 
efecto (a T b) Rb puesto que (a Tb) Tb=aT b en virtud la asociatividad y de 
la idempotencia, 

Lo mismo, (a T b) Ra puesto que (aTb)Ta=aTb en virtud de la aso- 
ciatividad, la conmutatividad y la idempotencia. 

El conjunto ordenado es, pues, filtrante inferiormente. 

Sea entonces y tal que Ra y uRb, es decir: 


pTa=p y  pTb=p 


Se deduce de ello: y T (a T b) =p, luego uR (a T b). 
Luego, a T b es el minorante máximo de a yb, y D es un inf-semirreticulo. 


Observaciones. — 1. Para una ley de composición interna los axiomas de 
idempotencia, conmutatividad y asociatividad, son independientes; esto se ve 
fácilmente sobre ejemplos. 
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2. Asociada también a la ley de composición interna asociativa, conmutativa 
e idempotente T, se habria podido definir otra relación de orden, llamada 
opuesta o dual : aR'b si a Tb=b. 

En un retículo se puede, también, asociar a cada par de elementos a, b 
los elementos inf (a, b) y sup (a, b), y, por esto, definir dos leyes de composición 
interna que denotaremos con los signos de operación: * 


a A b= in (a, b) 
a Y b = sup (a, b) 


estas dos operaciones son, por su definición, asociativas, conmutativas e idem- 


potentes, 
En general, una no es distributiva respecto de la otra, pero están ligadas 


por la ley de absorción 
(1v) añh(Y b=a aY(0 A b=a; 


estas igualdades resultan de que a mayora a A b y es mayorado por a Y b. 

Se llama retículo distributivo un retículo en el cual cada una de las dos ope- 
raciones A, Yes distributiva para la otra; veremos más adelante que estas 
dos distributividades no son independientes. 


Ejemplos de retículos no distributivos. — 1. El conjunto ordenado de 5 ele- 
mentos, cuyo diagrama es: 


3 


no es distributivo, ya que se tienen las igualdades 
epa 
(LY DAY co=uhu=u pues ata; 
[PULLA—* LEE 
(UA LDV Y (0Aco)=2Y 2=z y az 
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2. El retículo 


(9) 2 


no es distributivo, por las igualdades 


aY(bkAco=aYz=a0, 
(AY bDA(aYo=bku=b, añ b. 


Observación. — Con 5 elementos distintos formando un conjunto ordenado, 
los únicos retículos posibles (puesto que es preciso tener un elemento z y un 
elemento u) son, además de los dos precedentes y sus permutaciones respecto de 
los elementos a, b, c, 

uv 


u 
u 
c 
la cadena 9 ylos retículos y 6 : 
a a c a 
v4 eS 


Se comprueba sin dificultad que la cadena y estos retículos son retículos 
distributivas. Estos son, pues, los únicos reticulos distributivos de cinco elementos. 


Inversamente, consideremos un conjunto E con dos leyes de composición 
interna idempotentes (1), conmutativas (1), asociativas (11), y ligadas por la 
ley de absorción (IV). Con la ayuda de una de estas dos leyes, se pueden definir 
dos relaciones de orden opuestas. Hemos visto, por ejemplo, que se tiene un 
inf-semirreticulo con inf (a, b) = a T b, y la relación de orden es definida por 


a<bsiaTb=a 


Tomemos, pues, aquí aX bsia A b=a. 
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Demostremos ahora que este conjunto es un retículo. En efecto: 
ak (a Y bb=a 


en virtud de la ley de absorción, y esto implica: 

a < (a Y b), y también, en virtud de la conmutatividad b< (a Y 5). 
El conjunto es, pues, filtrante superiormente. 
Pero la ley de absorción muestra que: 


akb=a implica aYb=(U DY b=bY0b)la=b 
e inversamente: 
aYb=b implica afb=aA (a Y bb =a. 
Las relaciones: 
afb=a, aYb=b 
tienen pues lugar al mismo tiempo y la relación de orden puede también escri- 
birse así: 
aX b si aYb=b. 
Sea entonces y tal que a X p y b< p. Se deduce: 
aYu=zp y bYp=p 
Luego, en virtud de la asociatividad: 
UYdYp=p. aYb<p. 
Dos elementos cualesquiera a, b tienen pues un mayorante mínimo : 
sup (a,b) =a Y b 


y el conjunto ordenado E es efectivamente un retículo. 


Observaciones. — l. a < hb es equivalente a a Ab=a0a Y b= 0, y esta 
propiedad implica en virtud de la idempotencia, de la conmutatividad y de la 
asociatividad de A y de Y : 


(CADAA23=2aA2x(0 Y 2) Y (0 Y 2)=bY x, 


es decir, 
alrx<xbizxz y aVYzxxbYz 
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para todo x, lo que se expresa diciendo que A y Y son isótonas para la relación 
de orden a 


2. En un conjunto E con dos leyes de composición internas, los axiomas de 
asociatividad, conmutatividad, idempotencia y ley de absorción no son indepen- 
dientes; la idempotencia es consecuencia de la ley de absorción que liga las 
dos leyes de composición asociativas y conmutativas. 


3. Los axiomas l a IV permanecen invariables si se cambia Y y A- 

Si se hace esta operación, a A b=ase convierte en a Y b=a,lo que 
reemplaza el orden elegido por el orden opuesto (puesto que a A b=a y 
a Y b= lb son equivalentes), luego: 

En un retículo toda propiedad que sea consecuencia lógica de los axiomas 
1, 1H, HL 1V y de la elección de la relación de orden: a< bsia AL h= a per- 
manece válida cuando se permutan entre sí los dos signos A yYal tiempo 
que los X y > también entre sí. Tal es el enunciado del llamado principio de 
dualidad. 

Pasemos revista rápidamente a los principales tipos de retículos. 


$ 6. Retículos distributivos; retículos complementados 


Recordemos que un retículo distributivo es un retículo 'G en el cual, además 
de los axiomas habituales, se tiene la distributividad de cada una de las ope- 
raciones con respecto a la otra: 


(Y a«L060Yo=(0LbY(0Ac),  Va,b,ceT, 
(1) aY(bAco=(0 Y bhkA(dYc Va,b,ceT. 


Naturalmente en todo retículo, las relaciones bX<b Y c,c<b Y cim- 
plican 


añbxal(bYc y akhc<al(bY c) 


de donde 
(aAABY (01 0o)<a A (Y c) 
y lo mismo 
bkcexb y bhexce 
implican 


aY(bko<(a0 Y b A la Y 0). 
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Observación. — Los axiomas V y V* no son independientes: cada uno im- 
plica al otro. 


Supongamos quez A (y Y 2) = (ZA Y) Y (2 A 2), V 2, y, 2€%. 
Calculemos entonces: 


a=(fYYA(LV23=(2 Y NAVY [8 Y y Ad. 


Pero, en virtud de la ley de absorción, tenemos 


a=12 Y (PV YAzl=2VY [A (2 Y 9) 
=Y[(GADY GAN 
=[* Y GA2 Y (Ay) 
=xY(2 Ly) c.q.d. 


Si se supone ahora que z Y (y Az) = (2 Y y) A (2 Y 2), el cálculo de 
B = (1 Ay) Y, (2 A 2) es dual del precedente y da 


B= ALVY. 


Luego: el sistema de axiomas que caracteriza a los reticulos distributivos es 
ipsodual, por lo que en estos reticulos es válido el principio de dualidad. 


Ejemplos. — 1.7 Hemos visto ya que una cadena es un retículo distributivo. 

2. $S(E£) con las operaciones N y U, reunión e intersección en el sentido 
de la teoría de conjuntos, es un retículo distributivo. 

Incluso, aquí, puede afirmarse más: este retículo es completo y verifica las 
leyes distributivas generales. Estas leyes, que pueden o no ser satisfechas en un 
retículo distributivo completo BG se escriben para todo ACT y dEG: 


(v*) (Y dQrAb=VY (0 A b) 
eaeA «EA 

(vo) (LY b=A (a Y b) 
et Et 


Pero es preciso advertir que V* no implica V'*. 
3.9 El retículo de los enteros con 


a Y b=m.c.m. (a,b) y a A b= m.c.d. (a, b) 


es distributivo. (Se ve, por ejemplo, utilizando las descomposiciones en factores 
primos y aplicando la distributividad de las cadenas.) 
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4.2 El retículo de los filtros de un conjunto E es un reticulo distributivo. 
Sean F1, F2, Fa tres filtros de E. Sabemos que 


FAM (Fe Y Fo) = [Fi U (F2N Fo); FEF 1, Fe € Fo, Fac Fa). 


Pero todo elemento Fi U (Pa N F3) = (FP, U Fs) N (F, U F3) pertenece a 
(Fa A Fa) Y (Fi A Fo). Así, tenemos ya: 


Fr MA(Fa Y Fa) S (F1 A Fa) Y (F1 A Fa) 


es decir en el retículo de los filtros, 
TA AT Y Fa) < (BA Te) Y (TA Ta), 
y como en todo retículo se tiene 
: (FAT) Y (IA) < TA (Ea Y To) 
se tiene, en efecto, 
(AA VAL A TA) = HA (52 Y Ta)o 


Propiedades. — Todo subretículo de un retículo distributivo es un retículo 
distributivo; esto es evidente, por la definición de subreticulo y de la distributi- 
vidad. Resulta de ello: 


Si un retículo es distributivo, no contiene subretículos isomorfos a ninguno de 


los retículos (M) y (0) del diagrama siguiente (no distributivos, como se ha visto 
en 8 5): 


(M) a c (0) 


ES 3 


Tenemos pues una condición necesaria para que un retículo sea distributivo. 
Consideremos ahora, en un retículo distributivo, tres elementos a, b, c ligados 
por las relaciones 


cha=ckb 
cYa=cYb 
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Tenemos 

a Y c) Ala Y b) 
BY 0 A( Ya), 
de donde 


Así, todo reticulo distributivo verifica la condición 
cha=ckb 
(4) y implican a = b. 
cVYa=cYb 
Observemos además que esta nueva condición necesaria (A) implica inme- 


diatamente la condición necesaria establecida precedentemente (inexistencia de 


subretículos de cinco elementos de los tipos 6 y M). 
Veremos en el $ 8 que cada una de estas dos condiciones es no solamente ne- 
cesaria, sino también suficiente, para que un retículo sea distributivo. 


El reticulo producto de dos reticulos distributivos es distributivo: 


Cr x Te =( (01, a2); 1 € Cr, as € Ta) 


con: 
(41, 22) A (as, as) = (a A aj, az A ds) 


(a1, az) Y (aj, as) = (a Y aj, dz Y as). 
Se tiene, por la distributividad en Ti y Ba: 


(ar, a) A [(a, as) Y (a, a] = (a, a2) A [(a Y a), (as Y as)] 
= [4 A (4 Y aj), ae A (as Y a3)] 
=[(% A) Y (a A aj), (ae A a;) Y (a A a3)] 
= (1 A aj, de A as) Y (a A dj, ae A as) 
= [(a1, az) A (ay, az2)] Y [(a1, a2) A (az, a3)] c.qud. 


En un retículo con elemento nulo, z, y elemento universal, u, se llama com- 
plemento de un elemento a todo elemento a” que verifica las dos igualdades 


aka=z y aY a =u 


Si a' es complemento de a, a es complemento de a”. 
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Ejemplos. — 1. En el retículo a cz es complemento de u; cada 


ES 


uno de los elementos a, b, c tiene por complemento los otros dos. 


2. En el reticulo Cc ces complemento de a y b, 


Teorema 1.— En un retículo distributivo, el complemento de a, si existe, 
es único. 

Supongamos que en un retículo distributivo 6, dos elementos a”, a” fuesen 
complemento de a y, por lo tanto, verificasen 


aka =:2 y a AL af=z 
aya =u y aYar=u 


De ello resulta: 
afa=a ka 
aYa=aY 0 


de donde, según la segunda condición necesaria para que un reticulo sea distri- 
butivo: 


aa 


Definición. — Se llama retículo complementado un retículo con elemento cero, 
z, y elemento universal, u, en el cual todo elemento x tiene al menos un comple- 
mento Xx”. 

En un retículo distributivo y complementado, todo elemento x tiene un com- 
plemento x” y uno solo. 


Teorema 2.— El producto de dos reticulos complementados Ax, y Ag es u 
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reticulo complementado. 
Es claro que todo elemento (ax, a2) del retículo producto admite por comple- 
mento (a, az), donde 4; es un complemento de ay en As. Tenemos en efecto: 


(ar, a2) A (aj, as) = (21, 22) 
(a1, ae) Y (a, as) = (Us, uz) 


donde z;, us son respectivamente el elemento cero y el elemento universal de 
Ai, (21, 22) y (u1, ue) son por consiguiente elemento cero y elemento universal del 
retículo producto. 


Ejemplos. — 1. Sí E es un conjunto cualquiera, el conjunto S(E) de las 
partes de E es complementado; se tiene 


A =0(, 4. 


2. El retículo formado por los filtros de E con $(E) no es complementado. 
Este retículo admite el elemento cero [ E ) y el elemento universal S(£). Consi- 
deremos el filtro , conjunto de las partes complementarias de las partes finitas 
de E, (visto en pág. 196, ejemplo 2) y supongamos que JC sea un filtro comple- 
mentario de $, Una parte H € JC debe en primer lugar ser tal que 


HUF=E, VFEed. 


H debe pues contener el complementario Cz F, cualquiera que sea FED; H 
debe pues contener toda parte finita de E, en particular todo elemento de E, lo 
que exige H = E, CC =(E). 

Pero entonces, tendremos 


(E) Y D=D2+E) 


El filtro complementario JC no existe pues, y el retículo de los filtros no es 


complementado, 

Sin embargo, este retículo admite un subreticulo, el retículo de los filtros 
principales, y éste sí es complementado. 

Sea F(A) el filtro principal engendrado por A, conjunto de las partes 
de £ que contienen a A. Tenemos 


F(A) Y F(B)=F (An B) 
F(A) AFB) =F (A y B) 
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lo que se expresa diciendo que la aplicación biyectiva A — F(A)es un isomor. 
fismo-antitentre S(E) y el retículo de los filtros principales. Este retículo es com 
plementado, como $S(E) puesto que tenemos 


FIA) Y FG, 4) = NE) = FID) 
FIA) AF A) =1E) = FUE). 


$ 7. Retículos de Boole 


Definición. — Se llama reticulo de Boole un reticulo distributivo y comple- 
mentado. 


Teorema 1.— En un retículo de Boole, se tiene 
(aCAd=4 YD (AY by=4 Ab 
La comprobación es fácil; demostremos por ejemplo la primera relación: 


(0ADA(YdD)=( Ha xo Y (Y Ada) 
=(2AbDY(G1Ad=2Y 2=2; 

(a Ab) Y (44 Y bd) =(a Y a Y b) A (a! Y b' Y b) 
=(U Y Dy)A (0 Yu =ukAu=u. 


Se ha visto ya que el retículo S(E) de las partes de un conjunto E es 
distributivo y complementado; es, pues, un retículo de Boole. 

El retículo constituido por dos elementos as y b, con a < bh, es distribu- 
tivo y complementado : aí = bi. Luego el producto de p retículos BG; de este 
tipo Gs = (as, bi; a1 < bi) es también un retículo de Boole 'f cuyos elemen- 
tos son: 


au = (Ez aca, Zi, «e», Tp) con u=a o Te de 


Asi, G tiene 2? elementos. Sea P= (1,2, ..., p). B es isomorfo a TP). 
En efecto, se puede hacer corresponder biunivocamente BG y T(P) asociando 


1 Como realmente es un isomorfismo preferimos traducir así la locución “anti-isomorphisme” 
del original. En jo! con antiisomorfismo se indica la circunstancia de que 4=>0 y d>V 
impliquen ab = a". (N. del T.) 


14 Dusren 
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zx €, B< P constituido por los índices de los elementos + de x que son 
de los hi, e inversamente a B < P asociarle el elemento x de Ú definido por: 
2 = bi para 1EB, 
tj = 4 para ¡€B. 


Y para que sea z< y en Ú es decir 2; < y en Ús cualquiera que sea 
¡€ ([1,2,..., n ), es necesario y suficiente que sea B¿< By en 3(P). 


Teorema 2. — Un retículo de Boole 'G es un anillo conmutativo, idempo- 
tente con elemento unidad, o anillo de Boole. 

Consideremos en efecto la ley de composición interna definida en el retículo 
de Boole por: 


(1) a+b=( AD) Y (a A b). 
Utilizando la distributividad de Y respecto a A, se tiene: 


o+b=[(4 10) Y a] A [a Ab) Y 5] 
=(4 Y ad (Y aA (a Y b) A (0 Y b) 
es decir 
2) a+b=( Y DA (a Y b). 
Esta adición es visiblemente conmutativa. 


Para demostrar que es asociativa, observemos en primer lugar que se- 
gún (2) tenemos: 


(a+ by =(a Ad) Y (a Ab) 
de donde, según (1), 
(a+ b) 4 0c=[(a + DY Ac] Y [(a +5) A c] 
=([(0 A 3) Y (ADA CF Y (lla A 0) Y (a Ad) Ac) 
y finalmente 
(8) (a+b)+c=(LA YA CY (SADA CY (SADA CV (a AbAc) 
que es simétrica en a, b, c, de donde 


(+0 +0=a+ (0+0). 
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Tenemos por otra parte, según (1), 
a+u=(4 Az Y (0 u)=2Y a=a 


por consiguiente u es el elemento neutro para la adición considerada. 
Además, según (1) es siempre - 


ay4a=4a Y a=u 


a es, pues, su propio opuesto, todo elemento es involutivo, y el retículo de 
Boole G es, para la adición considerada, un grupo abeliano, En el caso particu- 
lar del retículo de Boole F(£), A + Bes el conjunto de los elementos de E 
que o bien pertenecen a la vez a A y B,o bien no pertenecen nia A nia B; 
este conjunto se llama suma simétrica de A y B. 

Para hacer de Ú un anillo, tomemos, además de la adición precedente, una 
multiplicación confundida con la ley Y : 


a:b=aY b. 
Sabemos que esta multiplicación es asociativa, conmutativa e idempotente y que 
admite z como elemento unidad. Para establecer ahora que es un anillo, nos 


basta probar que la multiplicación es distributiva respecto a la adición. Ahora 
bien, tenemos según (2): 


(a+ b)e=[( Y db) (a Y NY c= (4 Y bY co) k (a Y 0 Y o), 
mientras que 


ac + be=(a Y c) + (b Y c) 
= (MY Y Y (OVA L0Y cy Y (a Y c)7 


Las dos llaves se deducen la una de la otra por cambio de a y b y así tenemos, 
por ejemplo 


A VYOYbVYo=(dAciYbYce 
=bY [Y oJA(Yoj=4a4VYbYc. 


La distributividad resulta de aquí y, en consecuencia de todo esto, B con 
las leyes de composición + y - , es un anillo de Boole que designaremos por B. 
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Observación. — Se obtiene también de un retículo de Boole 8 un anillo 
de Boole %' por el procedimiento dual, es decir tomando como suma 


a+b=( Y Y) Aa Y b)= (a Ab) Y (a A b) 


lo que en $(E), corresponde a la diferencia simétrica, conjunto de los elementos 
de E que pertenecen a uno, y sólo a uno, de los conjuntos A, B; y como producto 


a=aAb. 


Teorema 3.— Los ideales del anillo de Boole $ son estables para la ley A. 

Se sabe, en efecto, que un ideal 3 en un anillo es un subgrupo aditivo y una 
parte lícita para la multiplicación. Luego, si a y hb son dos elementos de 3, se 
tiene a + b€3,pero también a Y b€ 3 y por consiguiente 


a+bw+(a Y b) EJ. 


Ahora bien, la fórmula (3) que da a+ b +4 c, aplicada al caso c=a Y b, se 
reduce a 
a+b+(a Y b=akb 
pues se tiene 
e=aeAp,, 
de donde 


aAryrlho=vAblho=vAbAc=z 


mientras que 
albihc=aikb. 


En el caso particular, pero fundamental, del retículo de Boole de las partes 
de un conjunto E, hemos estudiado con detalle, bajo el nombre de filtros, tales 
conjuntos estables para la intersección y lícitos para la reunión. 

Los reticulos de Boole tienen todas las propiedades algebraicas del retíicu- 
lo S(£) que intervienen en el estudio de los filtros que hemos hecho, así como en 
el estudio de las familias de Moore. Se pueden pues considerar, en un retículo 
de Boole cualquiera G, y llamar filtros de TB, los subconjuntos F tales que 


1) mymEeF implican nAxes, 
2%) =EeF,teG implican xYtes, 
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2) EF, ye TC, TX y implican yes, 
3) 24 F (para que $ sea diferente de BG). 


Las propiedades establecidas para los filtros y las familias de Moore de 
T(£) son válidas para los filtros y las familias de Moore de cualquier retículo 
de Boole 6. En particular, los filtros de G y el mismo BG forman una familia 
de Moore, llamada familia de los filtros del retículo 5 y se puede enunciar 
según el teorema 3: 

Los ideales del anillo de Boole $ correspondiente a un retículo de Boole 6 
son filtros de Ú. 

Reciprocamente, todo filtro F de un retículo de Boole ' es un ideal del 
anillo de Boole correspondiente $. 

En efecto, sabemos ya que $ es lícito para Y ; demostremos que Fes un 
grupo aditivo. 

Sean a y b€ F ¡puesto que a < a Y )', se tiene: a Y b'€ F; e igualmente 
bY a EF; pero un filtro es estable para A, luego se tiene: 


(A VyYA (Y a)=a+bEeF 


Luego F es estable para la adición; F' contiene el elemento máximo u, que es 
elemento neutro para la adición; y puesto que el opuesto de todo elemento es 
el mismo elemento, F es un subgrupo. 

En particular los filtros de S(£) son los ideales del anillo de Boole $(E). 
Un filtro no contiene a (5, elemento neutro para Y (multiplicación del anillo de 
Boole), luego es un ideal propio; el filtro degenerado S(E) es el ideal impropio 
constituido por el anillo completo. 


Acabamos pues de demostrar, que todo retículo de Boole puede ser estruc- 
turado como anillo de Boole, siendo los filtros del retículo los ideales del anillo. 
Reciprocamente, todo anillo A idempotente con elemento unidad 1 es un anillo 
de Boole, y puede ser ordenado en retículo de Boole, de manera que el anillo 
de Boole asociado a este retículo por el procedimiento antedicho sea el anillo 
de partida A. 

Es preciso demostrar primero que: 

Todo anillo idempotente es conmutativo. 


Lema. — Todo anillo idempotente A es de característica 2. 
Se tiene en efecto: 


(a + b) (a + b) = (a + b) 
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en virtud de la idempotencia, pero la distributividad da: 
(a+b)(a+b)=4 + ba+ab + 52 

y la idempotencia implica finalmente 

(4) 0=ab + ba 

Para b=a, la igualdad (4) da 

2a=0, VacaA; 

el anillo 4 es pues un anillo de característica 2. 

Sentado esto (4), se escribe 


2 ab = ab + ba 
es decir 


ab = ba, 


por lo que el anillo A es conmutativo. 


Consideremos entonces en 4 las dos leyes de composición Y y A defi- 
nidas por 


(5) ay b=ab, alb=azw+b-2 ab. 
La ley Y es por hipótesis, asociativa, conmutativa e idempotente; la ley A 
es conmutativa; es asociativa, pues 


(LADA C=(U LD) + CS (a A b)e 
=4a+b4ab4 c+ (a+ b4ab)c 
=4a+b4c4ab + be + ca + abc, 


expresión simétrica, lo que implica 


(Ab Ae=akM(bA c). 
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La ley A es además idempotente, puesto que 


ala=a+a+A4=a=a. 


Las dos operaciones A y Y verifican la ley de absorción: 


aY(acAb=a(a+b+ab)=044+ab+ab=a+2ab=a, 
al(aYb=a+ab+ab=a+2ab=a. 
4 con las dos leyes Á y Y,es por consiguiente un retículo, que designa- 
remos por G. 
Este retículo BT es distributivo; tenemos en efecto 


aY(bAc)=a(b+<c + bc) =ab + ac + abe, 
(a Y b) A (a Y c) = ab + ac + atbe = ab + ac + abc. 


Como ya sabemos, esta distributividad implica la otra; aqui, por otra parte, 
se verifica inmediatamente que 


(a Ab) Y (a A c)=(a + b+ ab) (a + c + ac) 
=4 + be + abe 
=akAbe=aA (b Y c). 


La relación de orden del reticulo BG está definida por 
a<b si alb=a 
o si aYb=b es decir ab = b. 


El elemento unidad 1 de A, tal que 1-b=1 Y b=b,Vb€T8 es elemento 
cero, 2, del retículo G (es decir elemento mínimo). El elemento O de A (neutro 
para la adición), tal que 


0DAb=0+b4+0=b VbeG 


es elemento universal u, del retículo BG. 
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E] 
4 
o 


En fin, Ú es complementado y por consiguiente es un retículo de Boole. Pon- 
gamos en efecto 


Tenemos 
aha=(+a lha=1+a+a+ (l+aja=1=x, 
aYa=(l+aa=0=u 


Además, el anillo de Boole B, construido a partir de Ú siguiendo el mé- 
todo del teorema 2, coincide con 4; de las igualdades 


alb=azw+b-+ ab, 
vAr=1+a+1+0+(10+0(1+))=1+a0b, 
se deduce en efecto 


(a Ab) Y (4 Av) =(a + b+ ab) (1 + ab) = a + b. 


En resumen hemos establecido el teorema siguiente: 

Teorema 4. —Todo anillo idempotente con elemento unidad 1 es conmuta- 
tivo, luego es un anillo de Boole BR; además, $ es un retículo de Boole con 
respecto a las leyes de composición Y y A definidas por 


(5) a Y b=ab, alb=a+bw+ab. 


Indiquemos algunas propiedades importantes de los ideales de un anillo de 
Boole $; si x es un elemento cualquiera de K, se tiene 


z(l—2=:—*=zx—2<=0 
y por consiguiente, si m es un ideal cualquiera de 4%, 
z(l— em. 
Resulta de aquí que, si p es un ideal primo distinto de 4, para todo ele- 
mento x de %, uno de los elementos zx, 1 —x pertenece a p,y uno solo, pues 


de otro modo tendríamos 1 € p, luego p = $. 
Consecuencia: todo ideal primo Pp 4% es maximal, 
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Sea en efecto m un ideal que verifica 
pcome<ñ, 


donde la primera inclusión es estricta: sea entonces m un elemento de m no 
perteneciente a p. Tenemos 


1—mep<m 


luego 1em y m=B,p es maximal. 

Por otra parte, todo ideal p 4 $ tal que, cualquiera que sea ze $, uno 
de los elementos x, 1 — zx pertenece a p,es un ideal primo. 

Sea en efecto xy €p,x ép. Entonces 1 —x€p, de donde (1 —x)y= 
Y — y EP Y Por consiguiente y € p. 

Podemos enunciar: 


Teorema 5. — Para un ideal p de un anillo de Boole $, las tres propieda- 
des siguientes son equivalentes: 

a) p es un ideal primo diferente de $; 

b)p es maximal; 

c) cualquiera que sea x € B,uno, y sólo uno, de los dos elementos x, 1 —x 
pertenece a p. 


La caracterización de un ideal maximal de un retículo de Boole por la 
propiedad c)permite formular un resultado clásico sobre los filtros. 
Se llama ultrafiltro a un filtro propio maximal. 


Teorema 6. — Un filtro F de partes de un conjunto E es un ultrafiltro si, 
y sólo si, para toda partición de E en dos clases X e Y, una de las clases X 
o Y pertenece a F. 


En JI(£) considerado como anillo de Boole HB, la multiplicación no es otra 
que la reunión de partes, el elemento unidad es el conjunto vacío YH. F es un 
ultrafiltro, es decir un ideal maximal de HB, si cualquiera que sea X€%, uno 
de los elementos X, gÍf— X pertenece a F, y solamente en este caso. Ahora 
bien, siendo $%H de característica 2, tenemos YH — X = Y) + X y según la de- 
finición (2) de la adición 


D+X=(,¿DUIN(BU[,X=EN(,X=(, X =Y. 
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$ 8. Retículos modulares 


En todo retículo “6, es sabido que para tres elementos cualesquiera z, y, 2 
se tiene: 


(1 2YYA)<(rYyA (Y 2. 

Se deduce inmediatamente que: 

(2) 2<z implica Y (WYAz<(YyAz, 
y la igualdad vale para z = zx según la ley de absorción. 

Definición. — Un retículo 'G se llama modular si: 


(3) 2<z implica zY(yAz=(YyAz. 


Todo retículo distributivo es modular, pues la igualdad 
2YYAj3=(YyA (Y 2, 


con x< z, da la relación modular (3). 


Notemos que el retículo definido por el diagrama a c que 


3 


no es distributivo, es modular, En efecto, para z=2, la condición (3) se reduce 
a la igualdad; si se toma por ejemplo x= a, z = u,se tiene: 


xY(yAz=aY (y Au) =a Y y, 
YyAz=(a Y yAu=aY y 


y (3) se cumple; ocurre lo mismo para =b 6 c; en fin, para 2 =2=u, se 
tiene también la igualdad. 
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Observación. —La propiedad de modularidad se conserva por dualidad, 
pues la propiedad dual 


03 implica Ay Y23=(AyYz 
es decir 
2Xx implica 2Y(rAyYy=(UWYyAz 


no es otra que (3) con x y z intercambiadas. 
La proposición siguiente es inmediata: 
Teorema 1.— Todo subreticulo de un retículo modular es modular. 
Teorema 2.— El retículo de los subgrupos distinguidos de un grupo G es 
modular. 


Sean Si, S2, Sa tres subgrupos distinguidos de G;supongamos que $1< S3, 
Tenemos 


(S1 Y Sa) A Sa = SiS2 N Sa. 
Un elemento z perteneciente a este subgrupo es pues de la forma 
T= $182 =S9, donde Si € Ss 


Tenemos 


sz =siiss € Sa, puesto que $1 < Sa, 
luego 


s: € S: N Sa y zx € SiS: N Sa) = Si Y (Sa A Sa). 
Hemos establecido asi la inclusión 


(S1 Y Sa) A Sa < Si Y (S2 A Sa). 


Como se tiene siempre, según (2), la inclusión en sentido contrario, de ello sigue 
la igualdad, esto es, la condición (3). 


Corolarios. — 1. El retículo de los subgrupos de un grupo abeliano es mo- 
dular. 
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2. Los reticulos de los ideales a la izquierda, de los ideales a la derecha. 
de los ideales biláteros de un anillo A, son retículos modulares (según el coro- 
lario precedente y el teorema 1). 


Observaciones. — 1. El retículo de los subgrupos distinguidos de un gru- 
po G no es en general distributivo. 

Consideremos, en efecto, el grupo abeliano libre G engendrado por dos 
elementos a, b,es decir, el conjunto de los elementos 


ambo = brqn (m, p enteros 2 0). 


Sean S, el grupo monogéneo engendrado por a, S, el engendrado por b, S, 
el engendrado por a b. Tenemos: 


$ NMS.=(8), (SL A Sa) Y Sa = (e)S3 = Sa. 
Por otra parte, 
S1 Y Sa = SiS = G 


puesamb» = am—» (ab)? Del mismo modo S2aS3= G, de donde 


SiS9 A SiS =GAG=G2H Sy, 


2. En un anillo idempotente, luego conmutativo, con elemento unidad, el 
retículo de los ideales es distributivo, puesto que es el retículo de los filtros 
del retículo de Boole asociado, 


Hemos visto que con cinco elementos z, a, b, c, u se pueden construir 
cuatro tipos de retículos con 4 como elemento universal y z como elemento nulo. 


u 
u 
» 
c 
La cadena by los reticulos , b c 
a a E a 
E 3 


ES 
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son distributivos, luego son modulares; como ya hemos visto, el retículo 


u 


no es distributivo, pero sí es modular. 


Demostremos en fin que el retículo: 


(0) c 


no es modular. 
Tomemos x= a, 2 =b, y =C. El elemento 


2Y(yAz=aY(cAb=aY2=a 
es distinto de 


YyAz=(A Y Ab=uAb=b. 


Puesto que todo subretículo de un retículo modular también lo es, para 
que un reticulo sea modular, es necesario que no contenga ningún subretículo 
de este tipo O, 

Consideremos ahora, en un retículo modular, tres elementos a, b, e ligados 


por las relaciones 


axXb 
cha=chkb 
cYa=cYb. 
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Tenemos 


a=a Y (chLa)=a Y (cAb=(a Yo) Ab=(bBYc)Ab=b. 


Asi, todo reticulo modular verifica la condición siguiente: 


a<b 
B) cha=cAb implican a=b 
cYa=cYb 


en donde a < b puede evidentemente sustituirse por: a y bh son comparables. 


Observemos, además, que esta nueva condición (B), condición necesaria 
para que un retículo sea modular, equivale a la inexistencia de subretículos de 
cinco elementos del tipo 0. 

Probemos que la condición (B) es también suficiente, lo que proporcio- 
nará una nueva definición de un reticulo modular, y para eso, que, en un retícu- 
lo 'G no modular, la condición B no se verifica. Por hipótesis, existen en BG 
elementos x, y, z tal que se tenga, según (1), 


<z y Y YWyAz<(YyAz 


siendo esta última desigualdad estricta. Consideremos entonces los elementos 


a 


=2Y (yAz), 
=YyAz; 


> 


tenemos 
aZ<b estrictamente, 
y, cualquiera que sea ce Ú, 
aYexbYo, 
aecxbAc. 
Tomemos entonces e = y;resulta: 


aYe=2Y(yAiYy=xzY y, 
bBYe=[(YYAz3lYy<l(e YyA2lY (rr Yy=xY y 
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luego 
bYcXaYoc, 
y por consiguiente 
aYece=bYc. 
Del mismo modo calculamos: 
bhe=(VYYyAzAy=yAz, 
ahe=le Y (yA DA y>lEVWADAYAD=yAz 
de donde 
bihexake 
y por consiguiente 
bAc=aA.:c. 


Asi, la condición (B) no se cumple, y podemos enunciar el teorema siguiente: 


Teorema 3.— Los retículos modulares son los reticulos que verifican la 
condición 


a y b comparables 
B) alhe=bke implican a 
aYco=bYc 


Resulta entonces: 


Teorema 4.—Los retículos modulares son los reticulos que no admiten 
ningún subreticulo de cinco elementos del tipo (0). 


El teorema 3 permite establecer una proposición análoga para los retículos 
distributivos. Como hemos visto en $ 6, en todo reticulo distributivo, las igual- 
dades 


akhc=bAce 
aYe=bYc 


implican a = b. Probemos que, reciprocamente, todo retículo G en el cual vale 
esta propiedad, es distributivo. 
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La propiedad es válida, en particular, si a y son comparables. Por consi- 
guiente, el retículo G es, al menos, modular. Sean :c, y, z tres elementos cuales- 
quiera de BG ; pongamos: 


a=(2 Ay Y [A (2 Y Y) 
b=(y Az Y [zA (y Y 2). 


Puesto queBes modular, la desigualdad x A y < z Y y permite escribir 


a=[(rAy Y 23A (2 Y y, 
e igualmente tenemos 


b=[WY4 Az Y2xA (y Y 2); 
estas expresiones son duales de las precedentes. Tomemos c=y tenemos 


añdo=[(eAyYzAy 


de donde, utilizando la desigualdad x Á y < y y la condición modular 


aleo=(2A y) Y (2 A y). 


La expresión de b A c se obtiene permutando x y ¿; 


bhe=WAyY(rAy=akc 


Por dualidad, se tiene asimismo 


bYe=aYc 
luego 
a=b 
de dond 
ea alu=bAz. 
Ahora bien 


aldiz=((E Ay Y IA VyAzr=[AyYzAz 
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de donde, utilizando la desigualdad x A y <X x y la condición modular, 
alhi=(r Ay Y (A 2). 


Igualmente, 


BAY Y JA EV YA DAY DA zo 
Tenemos pues finalmente 
ZA yY23=(2 Ay Y (A 2) 
y el retículo Ú es distributivo. Por consiguiente: 


Teorema 5. — Para que un retículo sea distributivo, es necesario y suficiente 
que satisfaga a la condición 


ale=bAc 
aYe=bYc 


implican a=b, 


Probemos ahora que la condición (A) es equivalente a la inexistencia de 
subretículos de cinco elementos de los tipos O y M. 


Hemos visto ya que la condición (A) implica esta inexistencia. Probemos 
ahora que, si (A) no es satisfecha, se puede encontrar en el retículo considerado 
un subretículo de uno de los tipos en cuestión. 

Por hipótesis, existen en este retículo tres elementos a, b,c para los 
cuales no se verifica la condición (A). Si a y hb son comparables, es inmediato, 
como hemos visto, que existe un subreticulo del tipo O. Supongamos, pues, ahora 
que (A) sea falsa con elementos a, b no comparables. El retículo es entonces 
modular, Vamos a encontrar un subretículo del tipo M. 

El subretículo engendrado por a, b, e, contiene, con estos tres elementos, los 
elementos 


ahe=bkeo=akbke=i 


aYc=bYc=aYbYc=s, 
luego los element s 


cklaYb),  cY(aA3) 


15 DumaEIL 
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(015 Y [ek (a Y 5] =m, 
(a Y b) Ale Y (a A D)] = mo. 


Ahora bien, según la condición modular (aplicada teniendo en cuenta 
a AbX<aY b), tenemos: 


(a AD) Y [e A (a Y b)] =[(6 A 5) Y e] A (a Y 5) 


Los dos elementos mi y my son entonces iguales: designémosles por m. La 
igualdad m = a implicaría m = b, por simetría, lo que es imposible puesto que 
tenemos por hipótesis a 4 b, En estas condiciones, probemos que los cinco ele- 
mentos a, b,m,2 =a A b,u=a Y biorman un subretículo del tipo M, y por 
esto que 


akm=aAb(=b hm por simetría), 
aYm=a Y b(=b Y m por simetría). 


Tenemos: 
aim=akma=ak (a Y ble Y (a 1 0]=aA [ec Y (a A b)] 


y, según la condición modular, 


aijm=(0 Ab Y(01c)=ab. 


Igualmente 


aYm=aYm=aY (ab) Y [el (a Y b)]=a Y [e A (a Y b)] 
=(a Y c) A (a Y b)=a Y bd. 
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La proposición queda por tanto establecida. 

Hemos obtenido así el: 

Teorema 6.—La condición (A) y la inexistencia de subretículos de los 
tipos O y M, son dos propiedades equivalentes, 


Resulta entonces: 


Teorema 7. —Para que un retículo sea distributivo, es necesario y sufi- 
ciente que no contenga subretículos de los tipos O y M. 


Definición. — En un retículo que posea elemento mínimo z y elemento má- 
ximo u, una cadena finita, o sucesión estrictamente creciente, que vaya de z au, 


A 2=40<X4xX..< lr < 44 =u 


se llama sucesión normal; k, número de elementos menos uno, es la longitud 
de la cadena. 
Una sucesión normal 


FS 2=b<b<..<hi<bh=u 


se llama subdivisión de A sies A < $, es decir, si para todo ay € A, existe un 
bi EF tal que hb; = aj. 

Se llama sucesión principal a toda sucesión normal que sea maximal, es 
decir, que no admita más subdivisión que ella misma. 


Teorema 8. — En un retículo modular “GC, dos sucesiones normales cuales- 
quiera y $ admiten subdivisiones de la misma longitud. 
Consideremos el conjunto 4* de los elementos 


aj=au4 Y (aun Ab)  ((=0,..,k—1;j=0,..,1) 


en número, a lo sumo, de k(/ + 1); algunos de estos elementos pueden ser igua- 
les. Probemos que 4* es una sucesión que contiene a A. 
Primeramente tenemos 


Aro = 44 Y (UA z) = 04 = di3,1 = di Y (a A u) 


A* tiene pues a lo sumo kl elementos distintos y contiene a 4 como subconjunto. 
Las relaciones 


4,3 = 04 Y (Qi A dy) < tin Y (dia A dy) = ar 
Ar < 4r,s = Ur Y (Are Á bs) 
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prueban que, para i¡ < r, se tiene: 


41,3 < Gr,s Cualesquiera sean js €(l,..., 1). 


Zomo además j <s implica b, < bs y por consiguiente a, < 4i,s, tenemos 
i<r 
My < Ora si o 


Igualmente, el conjunto BA* de los elementos 
Bj = dy Y (bj A ar) 


contiene a H y está totalmente ordenado, 

No podemos afirmar que A*, B* son sucesiones estrictamente crecientes, 
pero vamos a demostrar que el número de igualdades entre elementos conse- 
cutivos es el mismo en A* que en B* y para esto, por ejemplo, que 

UL = Qi implica dia = Di 441. 


Tenemos 
Mi, ja = 44 Y (ara A bz41) 
donde as < 11; luego, por ser G modular, 


Aj = (0 Y b31) A aia 
de donde 
Usa Aja = di A dro 


La igualdad as, ¿== 44,341 implica pues 


Ai A bj = 4,9 A bg = [a Y (01 Ad] A bi41, 


donde am A b;< by< bis utilizando de nuevo la condición modular, se ob- 


tiene 
aña A bj = (aia A by) Y (a A dy). 


Teniendo esto, podemos escribit 


diia = dj Y (bj A 41) 
dy Y (Qi A by) Y (a A b541) 
= by Y (bir A as) = bi, 
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como era necesario demostrar. 

Las cadenas A”, %' formadas respectivamente por los elementos distintos 
de A*y los elementos distintos de B* tienen la misma longitud y el teorema 8 
queda demostrado. 

Si en particular 4 y $ son sucesiones principales (es decir sucesiones fini- 
tas, estrictamente crecientes y maximales), se tiene 4'=A,%B'=%3 y por con- 
siguiente A y $ tienen la misma longitud. Luego, si un retículo modular 6 
admite diversas sucesiones principales (finitas), todas ellas tienen la misma 
longitud. 

Todo subretículo de T tiene evidentemente la misma propiedad. Por otra 
parte, hemos visto que si un retículo no es modular, contiene un subretículo de 
la forma 


8 
br 


a 


El 


que tiene una sucesión principal de longitud 2 y una sucesión principal de lon- 
gitud 1. Por lo tanto, un retículo es modular si, y sólo si, en cualquier subretículo 
que tenga cadenas maximales (finitas), estas cadenas tienen la misma longitud. 


Aplicación. — En el retículo de los subgrupos distinguidos de un grupo GO, 
las sucesiones principales que van de un subgrupo dado a otro tienen todas la 
misma longitud. 


Observación. — En el retículo de los subgrupos de G, que en general no es 
modular, se tienen propiedades más finas, que ulteriormente veremos. 


$ 9. Conjuntos con una relación de orden y una ley de composición 
interna 


Consideremos un conjunto E en el que estén dadas una relación de orden, 
que representaremos por el signo X y una ley de composición interna que de- 
notaremos multiplicativamente. Este tipo de estructura aparece frecuentemente, 
como muestran estos ejemplos: conjunto N de los enteros naturales (con el 
orden habitual y la multiplicación ordinaria, o con la adición); conjunto de las 
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partes de un conjunto con una ley de composición y la inclusión como rela- 
ción de orden; conjunto de los subgrupos distinguidos de un grupo dado, tam- 
bién con la inclusión como relación de orden. 

El estudio de los conjuntos E que tienen una multiplicación y una relación 
de orden se apoya sobre una hipótesis que exprese cierto concierto entre la 
ordenación y la operación dadas. 


Definición. — Se dice que la multiplicación de E es isótona (o compatible 
con la relación de orden) si 


ax b implica — ax< bx y z<Xxab  VzetE. 


Si, desde el punto de vista multiplicativo, el conjunto E es un semigrupo o 
un grupo y su multiplicación es isótona para esa relación de orden, se dirá 
que E es un semigrupo ordenado o un grupo ordenado. 

Como conjunto ordenado, E puede tener propiedades más fuertes: ser un 
semirreticulo o un retículo, lo que hace aparecer en E una o dos leyes de 
composición, Y (o sup), A (o inf); entonces cabe estudiar las propiedades que 
corresponden a unas tales leyes y a la multiplicación. 


Teorema 1.—Sea E un conjunto ordenado y con una multiplicación isó- 
tona; si E, para su relación de orden, es un inf-semirreticulo se tiene 


(1) (aAba<arAbez  xalb< za ab 


cualesquiera que sean a, b,x € E. 

La desigualdad a A b< a implica en efecto (a A bjx < ax; se tiene asi- 
mismo (a A b)x< bz, y de aquí la primera desigualdad (1). La misma demos- 
tración vale para la segunda. 

Se tiene un teorema análogo para un sup-semirretículo, que se traduce por 
las relaciones duales 


(2) ax Y bx< (a Y bz, za Y xb< x(a Y b). 


Es esencial observar que las desigualdades (1), por ejemplo, constituyen 
una propiedad más débil que la distributiva de la multiplicación respecto a la 
ley Ay que la isotonía no implica esta distributividad. Hemos visto en efecto en 
el capítulo 1 ($ 4, 4.) que en el conjunto S(M) de las partes de un conjunto M 
con una multiplicación, la multiplicación no es distributiva respecto a la inter- 
sección M; sin embargo lo es respecto a la unión U. Se llama retículo multi- 
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plicativo un retículo G en el que existe una multiplicación distributiva con res- 
pecto a la ley Y (sup.) Por ejemplo, el conjunto S(M), de partes de un conjunto 
M con una multiplicación, es un retículo multiplicativo. Los retículos 3,,3a, 3 de 
los ideales a la izquierda, a la derecha, biláteros de un anillo A son también re- 
tículos multiplicativos: el límite superior, Y es aquí la suma, que efectiva- 
mente está distribuida por la multiplicación (mientras que en general el límite 
inferior A, intersección conjuntista M, no lo está). 


Teorema 2.— Si existe, en un Y -semirreticulo G, una multiplicación dis- 
tributiva respecto a la ley Y, esta multiplicación es isótona para la relación de 
orden de 6. 

La relación de orden de Gestá definida, a partir de la ley Y, como se ha 
visto en $ 5: la desigualdad a < b significa a Y b= b, lo que implica 


z(a Y b) = xb Viet 


es decir 
za Y zb= xb o za < zb, 


Se obtiene de modo análogo ax < bz. 


Se llama grupo reticulado un grupo (multiplicativo) G provisto de una re- 
lación de orden < para la que es un retículo, cuyas operaciones A y Y son, 
además, distribuidas por la multiplicación. 

De hecho, esta notable estructura se obtiene con hipótesis mucho menos 
fuertes, 


Teorema 3.— Todo grupo (multiplicativo) G con una relación de orden 
que verifica las dos condiciones siguientes: 


a) la multiplicación de G es isótona, 

b) G es un Y -semirreticulo, 
es un grupo reticulado. Además, G es un retículo distributivo. 

Probemos primero que la multiplicación de G es distributiva respecto a la 
operación Y. Como hemos visto más arriba, la isotonía implica 

(2) ar Y b< (a Y bx Va,jb,reG. 


Reciprocamente, ax < ax Y bx implica a< (az Y baja ; se tiene asi- 
mismo hb < (ax Y bxja=1, de donde a Y b< (ax Y bxjx= y finalmente 


(a Y bx < ax Y bz 
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que con (2) implica la igualdad, es decir la distributividad a la derecha. Se es- 
tablece igualmente la distributividad a la izquierda. 

Designemos por e el elemento unidad de G y observemos que por la isoto- 
nía, dos cualesquiera de las relaciones 


1<Yy wyixXe  yir<e, 
exaly exyri  ylixal 
son equivalentes, 
La desigualdad a < a Y b, escrita en la forma (a Y bh) < a—1, nos dice 
a(a Y bb < b. 
Asimismo, bx<XaYb o (a Y b)2 < hb, implica 


a(a Y bbX< a. 
Luego, el par (a, b)queda minorado por a(a Y b) b y G es un conjunto 
filtrante inferiormente. 
Si ahora x es un minorante del par a, b se tiene a—1 Y hb < 2-1, es decir, 
a causa de la distributividad de la multiplicación con respecto a la unión, 
dba Y bja-1 = a Y b1<X gx 


de donde 
x < a(a Y b)b 


El elemento a(a Y b)=1 bes, pues, el minorante máximo del par (a, b), y G es 
un retículo, en el cual se tiene: 


(3) aX b=a(a Y b)1b 
y asimismo (puesto que Á es una ley conmutativa) 
(35 aX b= b(a Y ba. 


Se tiene, según (3), 


(4) (a A bj = ba Y bja = a Y hb, 
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Reemplazando en (4) a y b por sus inversos, y tomando luego los inversos 
de los dos miembros, obtenemos la fórmula dual 


(4) (a Y by =a1 Ab 


De (4) y (4') obtenemos 


zla Ab) = aa Y db) = [(a2 Y by] 
= (az Y hb2)1 = ga A 2b. 


La multiplicación es pues distributiva a la izquierda respecto a la ley A; 
igualmente se establece la distributividad a la derecha. 
Por último, si se tienen las dos igualdades 


alec=bkce 
aYeo=bYe 


se puede escribir, según (3), 


aAc=a(a Y c)e 


de dond 
diia a= (a A cjo-Ya Y c) 


=(b A cb Y 0) =b 


Resulta de ello que G es un retículo distributivo, lo que termina la de- 
mostración. 


Ejemplo. —El conjunto G— de las funciones reales definidas y continuas 
sobre el intervalo cerrado S = [0,1] que toman en cada punto de él un valor 
estrictamente positivo, ordenado al poner 


f<ge si f)<gx) Vzes 


es un retículo; la función f Y ges la que en cada punto x de S tiene por valor 
sup [f(x), 6091; f Ag es la que en x vale inf [f(x), g(x)]. Con la multiplica- 
ción habitual (Cap. I, $ 4, 1.9) G es un grupo; basta ahora aplicar las reglas 
elementales del cálculo para constatar que G verifica las propiedades a) y b), 
e incluso las condiciones más fuertes del teorema 3: G es por lo tanto un grupo 
reticulado. 
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$ 10. Estudio del retículo multiplicativo de los ideales de un anillo 
conmutativo 


Sea 3 el retículo multiplicativo de los ideales de A (8 9); en $(4),3 es una 
familia de Moore, luego es un retículo completo, en el que el ínfimo es la inter- 
sección conjuntista NM y el supremo la suma 2 (cap. IV, $ 7). 

Consideremos en $(A) la familia de Moore F de las partes semiprimas 
para la multiplicación de A (cap. 1, $ 1, teor. 11); la intersección 3N F = y 
es también una familia de Moore en S(A); sus elementos son, por definición, 
los ideales semiprimos de A (así, un ideal m es semiprimo cuando todo elemento 
de A que tiene alguna de sus potencias en mM,es, él mismo, elemento de m). 
Vamos a estudiar esta clase de ideales, y otros dos tipos que con ellos se rela- 
cionan: los ideales casi-primarios y los primarios, 


El conjunto g de los ideales semiprimos es también una familia de Moore 
en el retículo completo 3 de los ideales de A. A esta familia está asociada, en 3, 
una clausura de Moore m —> im, donde im es el mínimo ideal semiprimo que 
contiene a m; por definición, mi es el radical de m, y se le denota por R(m). 
Tenemos inmediatamente las propiedades 


m < R(m), 
implica R(m) < R(m') 
R[R(m)] = R(m). 


3 
'n 
3 


Toda parte semiprima X que contiene a m contiene necesariamente al con- 
junto S de los elementos s del anillo A que tienen alguna de sus potencias en mM. 
Por ser S una parte semiprima, es la mínima parte semiprima que contiene 
am. 


Teorema 1. — El conjunto S de los elementos s del anillo A que tienen al- 
guna de sus potencias en m coincide con el radical R(m). 

Basta probar que S es un ideal. Puesto que A es conmutativo por hipótesis, 
es claro que 


ses implica rseS Vzxea. 
Sean ahora a, b, dos elementos de S, y a* €m, bé € m; será (a — b)” e m 


siempre que cada uno de los productos a*b* con A + =p pertenezca a 1%; 
ahora bien, esto es asi para p = a + B— 1 puesto que, entonces, 0 A > a 
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op =P. Tenemos pues a—beES luego S es un ideal. 

El teorema 1 expresa que la clausura de Moore asociada a la familia g de 
los ideales semiprimos, en J,no es otra cosa qué la restricción a 3 de la clausura 
en S(A), asociada a la familia F de las partes semiprimas. 


Teorema 2.— Todo ideal primo p es semiprimo : R(p) = P- 

Basta demostrar que es R(p) < p. Sea pues x € R(p) y sea a el mínimo 
entero natural para el que 2% €p.Si a =1,x€p. Si a > 1, las dos relaciones 
2:21 Ep 11 Ep implican xEp. 


Observación. — El conjunto de los ideales primos, subconjunto del retículo 
g de los ideales semiprimos, no es estable para la intersección. Consideremos 
en efecto, en un anillo conveniente A dos ideales primos P1, P2 no comparables 
por la inclusión y tales que se tenga px M pe + (0). Por ejemplo, designando R 
el cuerpo de los números reales, consideremos A = R[zx, y, 2] y P1 = (2, y), 
Pa = (x, 2). Sean pi € Pi — (Pr N Pa), pz € Pe — (Pr M pa); tenemos pipa € 
PM pa, mientras que ni pr, ni pa, pertenecen a esta intersección, 


Teorema 3.— Se tiene, para n ideales cualesquiera M1, ..., An del anillo A: 
Rías - ...: an) = Ría N ... Nan) = Rías) N ... N R(an) 


Las inclusiones 
GM <MN..Nar <a 
implican 


Ría +... an) <€ Ría N... Nan) < Rías) N ... N R(An). 


Sea ahora ze Ría) N ... M R(an); para cada indice ¿(= 1, 2,..., n), existe un 
entero positivo as tal que 2% € as, lo que tomando a = ar + ... + An, implica 


2% € 01... * An, luego  zERÍA: :... * On). 


Tenemos pues 
Rías) N ... N R(an) < Rías * ... : An) 


y, en consecuencia, vale la doble igualdad del enunciado 
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Corolario. —Se tiene : R(a”) = Ría). 


Observación. — Para una familia infinita de ideales M, se tiene 


Plmeme R(m 


mem 
y por consiguiente 
n(( Y") < (]£m, 
mE mM mE 


pero la igualdad no vale en general, Tomemos, en efecto, el anillo de los ente- 
ros Z y consideremos la familia MG de los ideales mn = (p”), (n = 1,2, ...) 
donde pes un número primo fijo, Tenemos 


Rm») =(p) luego [|] Rm) =(p) 
mEmM 


Pero n m= n (p") = (0)» Puesto que ningún entero no nulo es múltiplo 
mE A nEN 

de todos los p"(n= 1, 2,). Tenemos, pues, aquí la inclusión estricta (0) E (p). 
Sea € la equivalencia asociada a la familia de los ideales semiprimos en el 

retículo de los ideales 3; 8 está definida por 


a = b(8) si Ría) = RIb). 


Cualquiera que sea el ideal m € 3, tenemos 


Ríam) = Ría N m) = Ría) N R(m) = R(b) N R(m) = R(b N m) 
= R(bm) 


la equivalencia € es, pues, compatible con la multiplicación y la intersección de 
los ideales. Lo: es también con la adición puesto que la suma se confunde con 
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el supremo Y en el retículo completo de los ideales (cf. 8 4, corolario del teo- 
rema 2); la fórmula general se escribe, pues, aquí 


zo 


mE mM mE Mm . 


Definición. — En el anillo conmutativo A, se llama ideal casi-primario todo 
ideal q cuyo radical es primo: R(q) =P (ideal primo). 


Teorema 4. — Una condición necesaria y suficiente para que el ideal q sea 
casi-primario es, que si el producto ab€ q, pero ninguna potencia de a perte- 
nece a q, vaya implicado en ello que alguna potencia de b pertenece aq. 

Supongamos q casi-primario, abe q, ar ¿q (Vn=1,2,..). Poniendo 
R(q) = p, tenemos ab €p, ap, luego, siendo p primo por hipótesis, be p y 
existe una potencia bé de b que pertenece a q. 

Supongamos ahora que se cumple la condición del enunciado; sea ab € R(Q), 
es decir aMbA € q (A € N);una potencia de uno al menos de los dos elemen- 
tos al, bA pertenece a q y por consiguiente uno al menos de los dos elementos 
a,b pertenece a R(q); luego el ideal R(q) es primo. 


Vamos a ver que en un anillo conmutativo A con elemento unidad e, un 


ideal q cuyo radical R(q) es un ideal maximal m, tiene una propiedad más 
fuerte que la precedente. Supongamos, pues, que 


abeq y ninguna potencia de a pertenece a q. 
Tenemos a ¿ R(q) = m, luego, puesto que m es maximal, 
m + (a) = A = (e), 
y por consiguiente 
e=m>+ra con mem,re A. 
Resulta de ello 


b=mb+r-ab es decir b=mb (q) 
de donde 


b=mb=mb=... (q) 
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Ahora bien, cierta potencia de m,m*, pertenece a q; tenemos pues 
b=mb=0 (q) 
Asi, el mismo b pertenece a q. 
Definición. — Se llama ideal primario un ideal q tal que las hipótesis 
abeq y ninguna potencia de a pertenece a q 


impliquen b€ q. 
Podemos enunciar: 


Teorema 5. — En un anillo conmutativo A con elemento unidad, todo ideal 
cuyo radical es maximal es primario. 

Todo ideal primario es casi-primario (entiéndase bien que esta propiedad, 
y la definición, son también válidas para un anillo sin elemento unidad). 

Todo ideal primo p es primario, y coincide con su radical. 

Diremos que un ideal es p-primario si es primario y admite el ideal primo p 
como radical. 


Teorema 6. — La intersección q =G1M... A qn de un número finito de idea- 
les qu que sean p-primarios, es un ideal p-primario. 

Esta intersección tiene por radical p (teorema 3) y por consiguiente es 
casi-primario. Mostremos que en efecto es primario. Sea ab € q; supongamos 
que ninguna potencia de a pertenece a q,es decir a ¿ p. Tenemos ab € qu y nin- 
guna potencia de a pertenece a qu (i= 1, ..., n), luego 


be (i=4,...1) 
y por consiguiente b € q. 


Observación. — La propiedad no es cierta en general para una familia 
infinita Q de ideales p-primarios q. Se ha visto por ejemplo que en el anillo Z 
de los enteros, si p designa un número primo la intersección de todos los ideales 
primarios (pr), de radical (p), es el ideal primo (0). Pero si existe un entero p 
tal que p” < q para todo ideal q de la familia Q, se tiene, poniendo q* = n 4 

1€0 
p? < q*. Si entonces ab q* y aq, existe un ideal q"€Q tal queaé q 
y existe un entero A tal que bi € q”,de donde bp, bd” € q*, y por consiguiente 
q* es p-primario. 
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Teorema 7.—Para que un ideal q sea casi-primario, es necesario y sufi- 
siente que el anillo Alq de las clases residuales tenga la propiedad siguiente: 


L En A/q, todo divisor de cero es nilpotente o tiene sus anuladores nil- 
potentes. 


Para que un ideal q sea primario, es necesario y suficiente que el anillo 
Alq tenga la propiedad siguiente: 


M. En Alq, todo divisor de cero es nilpotente. 


a) Designemos por 0(= q) el elemento cero de A/q y sean X, Y dos 
clases divisores de cero ( XY =D, X 4% 0, Y 40). Sean z, y dos elementos de 
A que pertenecen respectivamente a las clases X, Y; tenemos 2y€q. Su- 
pongamos X no nilpotente : X= 4% Ú, a* € q cualquiera que sea a=1,2,.... 
Si q es casi-primario, existe un entero f£ tal que y% € q, de donde Y* =0J: Y, 
anulador de X,es nilpotente, lo que establece la propiedad 1. Si q es prima- 
rio, se tiene y € q, Y = 0, contrariamente a la hipótesis : X es necesariamente 
nilpotente, e igualmente Y, lo que establece la propiedad ll. 

b) Sean z,y dos elementos de A tales que se tenga xy € q,1* ¿q cual- 
quiera que sea a =1,2,... Tenemos, si X, Y designan las clases módulo q 
que contienen respectivamente a zx, y, XY =0, X*4%0(a=1, 2, ...). 

Si Y =0,y € ; si no, X es divisor de cero no nilpotente; las propiedad 1 
implica entonces que su anulador Y es nilpotente: YY =0, y € q, y es 4 
casi-primario; en cuanto a la propiédad Il, implica que X no puede ser divi- 
sor de cero no nilpotente; se tiene, pues, necesariamente y € q, y Qes primario. 


Ejemplos. — 1. En el anillo R de los enteros, todo ideal de la forma (p”), 
donde p es primo, es un ideal p-primario, siendo Pp el ideal primo (p); en el 
anillo R [x, y], el ideal (x?, y) es p-primario, siendo p el ideal (x, y). 

2. En el anillo R [x, y, 2], el ideal 


(2, y) N (2, y, 2)? = (22, xy, y?, 22, yz), 


conjunto de los polinomios que, igualados a cero, definen las superficies que 
pasan por Oz y admiten O como punto doble al menos, es un ideal casi-pri- 
mario, de radical p = (2, y). 


Definición. —Se llama ideal primario fuerte en el anillo conmutativo A un 
ideal q tal que si dos ideales a, b de A verifican ab < q,a € q, una potencia 
de b esté contenida en q. 
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Teorema 8. — Todo ideal primario fuerte q es primario. 

Sean a, b dos elementos del anillo A verificando ab € q, a € q. Considere- 
mos los ideales principales engendrados por a y b: a = (a), b = (b). Tenemos 
ab = (ab) < q y at q, de donde, para un entero conveniente B,b/%< q y 
por consiguiente d € q. 


$ 11. Residuación. Aplicación al estudio de las intersecciones de ideales 
primarios 


Dado un conjunto E con una ley de composición interna conmutativa T, 
consideramos el conjunto S(E) con la ley correspondiente, designada igual- 
mente por T, y hemos visto que dados A € S(E) y BEJÍ(E), no existe en 
general un elemento C € (E) tal que ATC =B. 

(E) es aquí un conjunto con una ley de composición interna y con una 
relación de orden. Estas circunstancias nos van a permitir definir en S(£), no 
la operación inversa de T, como cuando se tiene un grupo, sino una operación 
inversa aproximada, análoga a la división entera definida en el conjunto de 
los enteros, que da para resultado de a : bel mayor entero c tal que ac sea menor 
o igual ab. 

Consideremos, pues, el conjunto Cde los elementos c de E tales que 
ATc< B. Se tiene ATC<B y C es el mayor complejo de E tal que esta 
relación tenga lugar: C se denomina residual de B por A, y se indica por 
C=B:A. 

Más generalmente, en el conjunto E con una ley de composición conmuta- 
tiva T y con una relación de orden < si para dos elementos a, b cualesquie- 
ra de E, el conjunto de los elementos c tales que a Tc< bno es vacio y admi- 
te un elemento máximo c, se podrá llamar a éste el residual de b por a,c=b: a. 
En esta hipótesis, se define así, en E, la ley de composición asociada a T: 


(1) c=b:a > aTc<b y aTecXxb >» ce 


En particular, para un retículo multiplicativo B vale lo que acabamos de 
decir: el retículo “6 se llamará residuado si para todo par a, b de elementos de 
Ú existe un c que satisface a las condiciones (1). 

En particular, como acabamos de mostrar, el retículo S(E) para la ley 
de composición T asociada a la de E es un retículo residuado. Tomemos como 
E un anillo conmutativo Á y fijemos nuestra atención en la multiplicación del 


S 11 RESIDUACIÓN 241 


anillo como operación T. . Estableceremos esta propiedad: los ideales de A 
forman un subconjunto de S(A;) estable para la operación residuación en TA). 
Nos hace falta demostrar que: 


C=(c;ceEA;cA< B) 


es un ideal cuando A y B son ideales. Vamos incluso a demostrar que C es un 
ideal cuando se supone solamente que lo es B. Esto resulta inmediatamente de 
que: 190cA< B y caA < B implican 


(c1 —cajA SB 


(puesto que siendo B un subgrupo aditivo de 4, ciaeB y cae B implican 
cia — caa E B), luego C es un subgrupo aditivo de A. 2. Si cA< B para 
todo elemento p del anillo se tiene cA p < B,puesto que B es un ideal; luego, 
puesto que el anillo es conmutativo, e € C implica para todo p (€ A) cp € C. 

Además: 

La residuación de ideales en S(A), definida a partir de la multiplicación 
de partes de A, coincide con la residuación en el reticulo G de los ideales de 
A, definida a partir de la multiplicación de ideales. 

En efecto, se ha definido el producto de los ideales A y €, notado A=— C 
como la clausura de Moore de A - C en el retículo de los ideales. Pero AC < B 
implica A — C < B (isotonía e idempotencia de la clausura de Moore) y como 
inversamente A — D< B, donde D es un ideal, implica AD < B, es decir 
D<C,C es también el máximo ideal tal que el ideal A — C esté contenido 
en B, luego el retículo de los ideales es un retículo residuado. 


Propiedades del retículo de los ideales de un anillo conmutativo ligadas 
a la residuación. — 1% A: A=A; A:(0)=A;A< A:BWB; BS A 
implica A: B= A. 

Estas propiedades resultan trivialmente de las propiedades de los ideales 
y de la definición del residual. 

2." Las propiedades siguientes resultan inmediatamente de la isotonía de 
la multiplicación en un retículo multiplicativo y son en particular ciertas en el 
retículo de los ideales: 


ACA implica A:B< A”: B (isotonia de la residuación) 
B'eB implica A:BSA:B' 


3. (A: B): B' es por definición el máximo ideal C tal que C— B' este 
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contenido en A: B, luego tal que (B" — C) — Besté contenido en A. Pero el 
producto de ideales es asociativo y conmutativo. Se tiene pues 


(B”=C)=B=(B"=B)>=C * 


y C es el máximo ideal tal que (B"— B) = C esté contenido en A. Se tiene, 
pues 


(4A:B):B' =A:(B'-— B) 
y por lo tanto 
(A:B):B' =(A:B):B 


Teorema 1.—La intersección de ideales es distributiva respecto a la re- 


siduación, 
Sea 3 una familia de ideales A. Sea 


c=(()4):2 


C es, pues, el conjunto de los elementos c tales que cB < Apara todo A de la 
familia 3. Se tiene, pues, C < A: B,VY A € 3 y, por lo tanto 


Pero, inversamente, sea 


ce] U:B; 


se tiene ce A: B para A € 3, luego 
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es decir 


Qu:as((014):. 


AEJ AEJ 
de donde la propiedad enunciada: 


(0 4=-Qua, 


AE) AE 


Teorema 2. — Si Jes una familia de ideales 4 eindicamos por Y A= Ya 
AEJ AE) 


al ideal sup (A) para A € 3, se tiene la relación 


B: DEA) =(7i: A) 
4EJ 
En efecto 


AS YA 
4EJ 


implica desde luego 
B: ( Y 4) SB: A 
AEJ 
para todo A de la familia, luego 


de js le: 22 


AEJ 


Por otra parte, cA < B paraW A € Jimplica asimismo cASB es 
4E3 


decir 


ez) A=0-(Y A)<c B 


AEJ 4€3 
de donde 


Ne: 4) 5 B:(Y, 4) 


AE 


que termina la demostración. 


244 CONJUNTOS ORDENADOS. RETÍCULOS CAPÍTULO V 


Teorema 3. —Si q es un ideal primario, el ideal q :a es también primario, 
para cualquier ideal q. 

1.2 Si a < q,se tiene q :a = 4 y el anillo completo es primario. 

2. Si a € R(q) (designamos siempre con R(q) al radical de 4), se puede 
elegir un a.€a, con a R(q). Sea entonces w un elemento cualquiera de q: a. 
Se tiene axe q y como q es primario y a R(q), es Eq. Se tiene pues 
q:ac< q. Pero se tiene siempre 


luego 
as R(q) implica q=q3:a 


de donde resulta efectivamente que q : a es primario. 

3." Si a < R(q), sean xy €q:a y ninguna potencia de Yesté en q : a. Sea 
a€a; tenemos la relación ary € q. Ninguna potencia de y pertenece a q por 
la imposibilidad de que Y" €Q < q: 4. Se tiene pues, ya que q es primario, 
az € q, y esto es así para todo a €a. Con esto resulta que x € q: ay queda de- 
mostrado que q :4 es primario. 


Se tiene además: 


Teorema 4. —Si a < R(q), a € q,el ideal primario q: a tiene igual radical 
que q. 

La desigualdad q < q :a implica ya R(q) < R(q : a). Pero si ze R(q:a) 
existe un entero s tal que x* € (q:a).Se tiene pues x*a < q. Pero a € q implica 
la existencia de a €a, a € q, y se tiene xta € q; a € q;por ser q primario, existe 
un entero t tal que (as) =a2*t € q y 7 ER(Q), lo que era necesario demostrar. 


Corolario. — Si p es primo, y si AC p, se tienep:a =A.Si a $ p se 
tiene p:a =P, y sólo estos dos casos son posibles. 
Demos como aplicación de la residuación algunas propiedades de la. inter- 
ión de un número finito de ideales primarios de radicales diferentes y sin 
elemento superfluo en un anillo conmutativo 4; intersecciones que llamamos 
normadas 


sel 


a=q4Nq.N0..Nq 


1. Si a es primario, se tiene r= 1, 
Pongamos, en efecto, 
m=qbM.. AN q. 
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Se tiene: 
a:m=(qNm):m 
de donde, según el teorema 1: 
a:m=(q:m)N (m:m) =(q.:m)N4=q.:m 


Pero es m E qu, puesto que m < qu implicaría que qu fuese superfluo. Como 
AS Q1, se tiene también Mm E a. En virtud del teorema 3, a: m es primario de 
radical R(a), qu: m es primario de radical R(q1). Se tiene pues 


R(q:) = Ría) 
y de la misma manera 


Rig) = Ría) 


para ¡= 1, ..., r. Para obtener una intersección normada, debemos reemplazar 
todos los ideales primarios de igual radical por su intersección, teniendo en este 
caso, necesariamente, r= l. 

2." La igualdad 


4NngN..Ag=q0..Nq 


entre intersecciones normadas de ideales primarios implica r= sS y, con indices 
convenientemente ordenados R(qu) = R(qí), ¿=1,...., r. 

Hemos visto que la propiedad es cierta para r= 1, y ahora procederemos 
por inducción sobre r. Supongamos, con la oportuna elección de índices, que 
R(Qr) sea maximal en el conjunto de los R(qy) y R(q;). Existe un q; tal que 
R(qs) = R(Qr), pues de lo contrario se tendría 


$ Rq),j=1,2,..,1r—1;3  qré R(q)i=1,2,. 
ya que la inclusión implicaría la de R(q») supuesto maximal para R(qy) y R(qf). 


La igualdad 
(01) «-(As):. 


i=1 j=1 


se escribe 


i=1 


Nausr=[4:0 
j=1 
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y, por el teorema 3, 


4OgnN..AgaNA=49NqN..Nq==qNq... N q; 


y Qr seria superfluo. 
Sea, pues, 


R(q;) = R(qr). 


, Pongamos q% = qr M q; se sabe que q;es primario de radical R(qr) y 
Qr está contenido en q. 


Se tiene la igualdad 
CR E A 


Residuando los dos miembros de esta igualdad por qr,el mismo cálculo anterior 
nos da 


UN. O a =80 Na 


y por la hipótesis de recurrencia r—1=s— 1, luego r=sS, y 


R(q) =R(q), ¿=1,2,..,r—1 
que junto con 


R(qr) = R(q»), 


demuestra la propiedad. Se puede enunciar: 


Teorema 5. — Considerando en un anillo conmutativo dos intersecciones 
finitas de ideales primarios normadas (es decir, tales que los ideales que figuran 
en cada intersección tengan radicales diferentes y que ninguno sea superfluo 
en la intersección), si ambas son iguales tienen el mismo número de componen- 
tes; y los radicales de los componentes de ambas intersecciones son los mismos. 

Un razonamiento del mismo género nos va a permitir completar ese teore- 
ma de unicidad. 


Definición. — Llamaremos componente aislado de la intersección 


a=qnqN..ANqr 
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a toda intersección parcial de ideales primarios Qu tales que sus radicales no 
incluyan a ninguno de los radicales de los otros ideales primarios. Con una opor= 
tuna elección de índices, sea 

b=qNq2M..NMq 


un componente aislado; entonces py ¿=1 ..., h, no contiene a ningún Py, 
¡=h+4,..,r. Sean entonces qíN... A q; otra representación de a, y 
b'=qí N..N qhun componente aislado de ella con el mismo radical que b. Vamos 
a demostrar que b = b”. Pondremos 


=D. U=qu2N.Nq. 
Se tiene, primeramente 


a=bNI=6N!' y lépri=h.. 


(y lo mismo para 1). En efecto, Í < Pa implicaría 
RIO) = pra MN... Npr < Pi de donde Pn+1 ... Pr <S Pi 
y, como ps es primo, resultaria que alguno de los ideales 
Pli=k+1,...,r) 


estaria contenido en P«, contra la hipótesis. Pero entonces tenemos 
h h 
b:l=([ Ja:i=f a =05 
t-1 i=1 


a:l=(b:)Nl:[=bNA=b5b 
Mas como también se tiene 


y 


a=5b'ní, 
resulta 
a:l=(:DO(:D=bN(b:Dc< br, 
de donde b < b”. 


Del mismo modo, residuando a por TÍ” hubiésemos encontrado b' < b, lo 
que demuestra la igualdad propuesta: b = hb". 
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Teorema 6.—En un anillo conmutativo, las componentes aisladas de inter- 


secciones finitas normadas de ideales primarios iguales están univocamente de- 
terminadas. 


Corolario. — En todas las intersecciones finitas iguales de ideales primarios 


normados, los ideales primarios-cuyos radicales son minimales están univoca- 
mente determinados. 


CAPITULO VI 
AXIOMA DE ZORN 


$ 1. Conjuntos inductivos; enunciado del axioma de Zorn 


Dado un conjunto ordenado E interesa disponer de una condición que im- 
plique la existencia de elementos maximales en el nismo. 


Definición. — Se llama conjunto inductivo a un conjunto ordenado en el 
cual todo subconjunto totalmente ordenado (o cadena) admite un ntayorante. 
Entonces se introduce como axioma el siguiente: 


Axioma de Zorn.— 1) Todo conjunto inductivo admite al menos un elemen- 
to maximal. 

Si E es inductivo, el conjunto de los elementos de E superiores o iguales 
a un elemento a dado, es también inductivo. El axioma de Zorn, por lo tanto, 
implica: 

1) Todo conjunto inductivo admite al menos un elemento maximal supe- 
rior o igual a un elemento dado a. 


Ejemplos de conjuntos inductivos. — a) Toda familia de Moore F es un 
conjunto inductivo, puesto que es un retículo completo, lo que exige que todo 
subconjunto de F' admita un mayorante mínimo; pero la aplicación a este caso 
del axioma de Zorn es banal, puesto que toda familia de Moore de partes de E 
admite a E como elemento máximo. 

b) Para las aplicaciones, el caso que corresponde a la siguiente definición 
es mucho más importante. 


1 Las proposiciones de Zorn, Zermelo, Hausdorff, ... que ocupan este capítulo (axiomas o 
teoremas, según el orden de exposición que elija cada autor) tienen un carácter peculiar debido, 
en resumen, a que no hay modo de construir efectivamente los entes que introducen. Aunque alzún 
autor los califica de “métodos heterodoxos” su empleo es usual desde Steinitz (1910), E. Noether, 
y algebristas sucesi: Ahora bien, nos parece oportuno recomendar al estudiante, que en primera 
lectura margine las demostraciones y se límite a captar el sentido, aparentemente intuitivo, de 
los principios introducidos y de su mutua equivalencia, que es lo suficiente para la comprensión de 
capítulos posteriores. (N. del T.) 
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Definiciones. — Llamaremos familia | -inductiva a una familia Y de par- 


tes de E tal que la unión X* de las partes X que pertenecen a una cadena ( 
sacada de UL sea un mayorante de los elementos de la cadena. En este caso X* 
es, por construcción, mayorante mínimo de C. 

Se dice que un conjunto ordenado U es fuertemente inductivo si toda ca- 
dena contenida en U admite un mayorante mínimo. 

Toda familia LJ vinductiva es un conjunto fuertemente inductivo; todo 


conjunto fuertemente inductivo es inductivo. 


Daremos algunos ejemplos de familias l ) -inductivas. 


1. La familia S de las partes S de E estables para una aplicación a. 
de E en E es decir a(S) < S] es una familia | J-inductiva. 


Sea, en efecto $” una subfamilia totalmente ordenada de $, 


Pongamos 
$e = l J S. 
ses' 

S* es mayorante mínimo de S' en S(E); S* será también mayorante mínimo 
de S'en $ si mostramos que S* es estable para la aplicación a. Sea, pues, 
s € S*; existe una parte S' € S' tal ques € S de donde a(s) € S”y, por lo tanto 
a(s) € S*. 

2.2 Del mismo modo, las partes S estables para una familia de aplicacio- 
nes ade E en E forman una familia | J-inductiva. En particular si E tiene 


una ley de composición interna T, las partes estables para toda traslación a 
la izquierda 04 : 

2>aTzx= 0a(2), 
o sea, las partes licitas a la izquierda, forman un conjunto | ) vinductivo. 


Igualmente, la familia de las partes lícitas a la derecha, y la de las partes líci- 
tas, son conjuntos | ) -inductivos. 


También se comprueba directamente que la familia de las partes estables 
para las traslaciones asociadas a los elementos de la parte, es decir, la familia 
de las partes de E estables para la ley de composición T, es una familia 


-inductiva. Por lo demás, este resultado es caso particular del siguiente 
que vamos a demostrar. 
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3.» Toda familia Ud» de partes de E caracterizada por una propiedad P 
que se refiere a un número finito p de elementos de esta parte, es una familia 


l Joinductiva. 


Mostremos primero que el mayorante mínimo en S(£) de una cadena cual- 
quiera ( contenida en la familia 


de 


pertenece a U. Sean p elementos arbitrarios de S*; cada uno pertenece a por 
lo menos una parte S € C. Así se determinan p partes S, distintas o no, que for- 
man una cadena C' < C y una de ellas, M, contiene a las otras, luego a los p 
elementos corisiderados. Puesto que M pertenece a la familia UU, estos p ele- 
mentos tienen la propiedad P. Así, p elementos arbitrarios de S* tienen la pro- 
piedad P, luego S* e UL. 

En el caso particular de las partes estables para una ley de composición 
interna T, la propiedad P se enuncia 


aeS y  b€S implican aTbes  (p=2); 


la reunión S* de las partes estables que forman una cadena (es una parte 
estable, y la familia de partes estables es (| J 


inductiva. 


Análogamente, en un grupo G la familia de los subgrupos es l J-inaucti- 
va; en un anillo la familia de los ideales (a la izquierda, a la derecha, biláteros) 


es l )-inductiva. 


Otro ejemplo es el de las partes semiprimas S de un semigrupo D; aquí 
P se enuncia: 


si existe un entero positivo n tal que a” € S, es a€ $ (aquí p = 1). 


En los ejemplos precedentes la familia UL es, además, una familia de 
Moore. No sucede así en el ejemplo siguiente. En un conjunto ordenado G, una 
cadena es una parte de B caracterizada por una propiedad P que se refiere a 
un número finito (p = 2) de elementos: dos elementos cualesquiera de la cadena 
son comparables. 

El conjunto UL de las cadenas ( ordenadas por la inclusión de conjuntos 
en (6) es, por consiguiente, UJ inductivo. 
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$ 2. Aplicaciones del axioma de Zorn 


1. En todo conjunto ordenado E, existe al menos una cadena maximal, 
puesto que la familia de cadenas de E esl ) -inductiva. Reciprocamente, si se 
supone que existe en todo conjunto ordenado E una cadena maximal (C (axioma 
de Hausdorff), se deduce inmediatamente el axioma de Zorn, puesto que, si el 
conjunto E es inductivo, un mayorante de Cno puede sino ser elemento máximo 
de G y elemento maximal de E. 


2. Si F es una familia de Moore Urinductiva de partes de un conjunto E, 
vamos a considerar, para evitar la aplicación banal del axioma de Zorn, las 
subfamilias F* de F que no contienen a E, pero todavía inductivas. Por lo 
demás, lo que sigue permanece válido si se toma como F una familia U in- 
ductiva que no sea, preceptivamente, una familia de Moore. 


Tomemos un elemento F de F y una parte S de E distinta de E y no con- 
tenida en F. Sea F' el conjunto de las partes F! de E que pertenecen a la fami- 
lia F, contienen a F y tienen la misma intersección con S que F: 


F =(F'¡FEF¡F>2F,FAS=FNS), (SAE,SEFES) 
Lema. —Se tiene F" AQ; EF". La familia F' es un conjunto | J in- 
ductivo. » 
F' no es vacio, puesto que F €F Como ENS=SHFNS,E no pertenece 


a $". Una cadena C extraída de F' admite, en F, un mayorante mínimo H, 
unión de los elementos de la cadena 


1=U x. 
xEC 


Ahora bien, tenemos F < X, Y X €C (<.F”), luego F < H, y, de otra parte 


20s-(U0s-Uans="ns. 


xEC EC 


Luego HEF” y Fes un conjunto | ) -inductivo. 


Esta propiedad implica, por el axioma de Zorn, que F” tiene al menos un 
elemento maximal. Hemos establecido así el siguiente 
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Teorema 1. —Sean F una familia | J-inductiva de partes de un conjun- 


to E, F un elemento particular de esta familia y S un subconjunto propio de E 
no contenido en F. Entre los elementos de la familia F que contienen a F y 
cortan a S según S N F, existe al menos una parte maximal M. 

Si, en particular, S es disjunto de F, es decir, si S MF = Y, hay en la 
familia F, entre los elementos que contienen a F' y disjuntos con S, un elemen- 
to maximal M. 


Ejemplo 1. — Supongamos que E sea un anillo R con elemento unidad e. 
Sea F la familia no vacía de los ideales biláteros distintos de R. Tomemos 
S=(e). El teorema 1 da: 


Teorema 2.—Para todo ideal bilátero a de R, existe un ideal maximal 
m% RR (cf. cap. IV, $ 8) que contiene a a. 

Para los ideales a la derecha, o a la izquierda, vale el enunciado análogo. 

Si consideramos en particular un anillo de Boole (cap. V, $ 7), veremos que 
todo filtro está contenido en un filtro maximal (o ultrafiltro). Esta propiedad se 
obtiene también aplicando el teorema 1 a la familia F de los filtros propios, es 
decir, de las partes de $S(Z) estables para la intersección M, lícitas para la 
unión y sin incluir a Y. 


Ejemplo 2.— Sea F una familia | ) -inductiva de partes de un conjunto 
E, F un elemento de F distinto de E,z un elemento de E no perteneciente 
a F.Tomemos S = (2), luego SNF= Y. 


Existe una parte maximal F, perteneciente a $, que contiene a F y que no 
contiene a x. 


Teorema 3.— F es, en la familia F, un elemento Va liretticiótas es de- 
cir, que no es la intersección de dos elementos F”, F” de F que le contengan 
estrictamente, 

Puesto que x no pertenece a Fz la igualdad F,¿ = F' NM F” implica, por 
ejemplo, x 4 F'. Pero conteniendo F', a Fz y no conteniendo a x, no puede 
contener estrictamente a F,, que es maximal. 


Tenemos F' = F;, y F, es etectivamente ( ] -irreducible. 


Así, para todo zéF, (FEF), existe un elementof | irreducible F, de 
F que contiene a F y no contiene a x; es claro que 


F= F: 
P 
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y tenemos, en consecuencia, la proposición siguiente: 


Teorema 4. — En una familia | ) -inductiva F de partes de E, todo ele- 


mento F de F es intersección de elementos [—] -irreducibles que le contienen, y, 
en consecuencia, intersección de todos los elementos (— -irreducibles que le 
contienen, 

En particular, en todo anillo A (conmutativo o no, con o sin elemento uni- 
dad), todo ideal bilátero, es la intersección de los ideales -irreducibles que 
le contienen (vale el enunciado análogo para los ideales a la derecha, o a la 
izquierda). 

Estudiemos la familia $ de los ideales primos p que contienen a un ideal 
dado a. Si r es un elemento del radical R(a), existe un entero n tal que rr €a < p, 
de donde r € p, y P contienen al radical R(a). Como, reciprocamente, todo ideal 
primo que contiene a R(a) contiene a a, la familia $ de los ideales primos que 
contienen aa coincide con la de los que contienen a R4a). 


Teorema 5. — Todo ideal semiprimo t es la intersección de los ideales pri- 
mos que lo contienen. El radical R(a) de un ideal A es la intersección de los 
ideales primos que contienen aa. 

Basta con establecer la primera parte del enunciado que, según la obser- 
vación precedente, implica inmediatamente la segunda. 

Sea $ la familia de los ideales primos p que contienen al ideal semipri- 


mo Y; pongamos i = n p. Tenemos entonces r < i, y demostraremos la 
ves 
igualdad viendo que xt implica 41. 

El conjunto X= [2,2?, ..., 2, ... ) de las potencias de x es una parte 
multiplicativamente estable, y disjunta det, puesto que Y es semiprimo. Basta 
entonces probar que existe un ideal mM primo, que contiene a t y es disjunto con 
X: tendremos entonces zm y, puesto que me S, zéi. 


Ahora bien, según el teorema 1 (aplicado a la familia ||) -inductiva F 
de los ideales de A, al ideal r(= F) y a la parte X(= S) disjunta con 1), existe 
un ideal m que es maximal entre los que contienen a t y son disjuntos con X; 
veamos que este ideal m es primo. 

Supongamos que existiesen dos elementos a, b del anillo A cumpliendo 
las condiciones 


abem,  aqm, bm. 
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Puesto que m es maximal en la familia F, tendremos m + (a) ¿ F y como 
m + (a) contiene a t, ello exige 


[m + (9)NXHD 


Sea pues 21 un elemento de X' perteneciente am + (a) y, lo mismo, z. un ele- 
mento de X' perteneciente am + (b). Tenemos qyxe € X y 


ze € [m + (a)] [m + (5)] < m + (05) < m 


lo que es contradictorio; m- es en efecto un ideal primo. 
Volvamos a la familia $ de los ideales primos que contienen aa oa Ría). 
Es claro que todo ideal de esta familia que contenga a otro es superfluo en la 


formación de la intersección i=[ 1». Vamos a establecer el teorema si- 
guiente: pes 


Teorema 6.— Todo ideal p primo que contiene a a contiene un elemento 
minimal, P_ de la familia T de los ideales primos que contienen a a . Si T es 
la familia de los ideales P primos que contienen a a minimales, se tiene 


Ra) = 15. 
per 


La segunda parte del enunciado es una consecuencia inmediata de la pri- 
mera. Para esta vamos a dar dos demostraciones, 


Primera demostración. — El conjunto complementario de p, A —p= YX, es 
estable multiplicativamente, puesto que p es primo. La familia JD de las partes 
de A  multiplicativamente estables, conteniendo a X y disjuntas de R(a) es 


l ) -inductiva; en ella hay un elemento maximal X. 


Según el lema, la familia F de los ideales que contienen a FP = Ría) y son 
disjuntos de X , admite un elemento maximal que es un ideal primo p; p 
pertenece a la familia $. A — Pp es disjunto de R(a) y multiplicativamente esta- 


ble; además A —p contiene a X , luego a X, luego pertenece a la familia 
X.Por ser X maximal en esta familia tenemos A —Pp=X. 


X2 Ximplica entonces p > p; además, siendo X' maximal en la fami- 
lia IL, P es minimal en la familia $. 

Segunda demostración. — Consideremos la familia 3” de los ideales primos 
del anillo A que contienen al radical Ría) y contenidos en p. Ordenémosla po- 
niendo P; < Pz si Pa S P; (orden opuesto a la inclusión). 
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Si consideramos una cadena (Q extraida de $” y el ideal t = (E p', este 
vEeC 

ideal y es primo, Supongamos, en efecto, ab € Y, y a é t. Existe un ideal p, € C 
tal que aé Pp y entonces tenemos a € p para todo ideal p' de C que cumpla 
p< PI; y en consecuencia h €p” para todo p' < p;, pero entonces b pertenece 
api y también a todo ideal de G que contenga a Pi; finalmente, b pertenece a 
todos los ideales de la cadena C, luego bt. 

El ideal t es, en el orden <, mayorante minimo de la cadena €. y en con- 
secuencia el conjunto Í” es inductivo. Según el axioma de Zorn existe en J” 
un elemento p maximal para el orden <, y este ideal responde a la cuestión. 


$ 3. Axiomas equivalentes al de Zorn 


Definición. — Se dice que un conjunto E está bien ordenado (o que tiene 
un buen orden) si la ordenación es tal que cualquier parte no vacía de E tiene 
un elemento mínimo. En consecuencia estará totalmente ordenado, porque si la 
parte ( a, b ) tiene un elemento mínimo, dos elementos cualesquiera a, b, serán 
comparables. Todo subconjunto A de un conjunto bien ordenado E es eviden- 
temente bien ordenado (para la restricción a A del orden de E). Todo orden 
total sobre un conjunto finito es un buen orden para este conjunto (es decir, le 
hace bien ordenado). Sin el axioma de Zorn, o un axioma equivalente, no se 
sabe si todo conjunto puede ser bien ordenado. 

Si E es un conjunto cualquiera, consideremos los pares (A, O4) formados 
por un subconjunto Á que se sepa ordenar bien, y un buen orden Oa de A. 
El conjunto AG de estos pares no es vacio, puesto que comprende todas las dis- 
posiciones p a p en los subconjuntos finitos F de n elementos de E, cualesquiera 
sean n y p (p< n). 


Definamos en AG la relación de orden 2, indicada por <, siguiente: 


(DAS B 
(2) (4,04)< (B,05) si )2) Os es la restricción a A de Op, 
3)4€ A, beB, b<a para O», 
implican b € A. 


Como se ve inmediatamente, la relación definida en .M por estas tres con- 
diciones es reflexiva, transitiva y antisimétrica: es pues, realmente, una rela- 
ción de orden. 
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Partiremos entonces de la observación siguiente: 

Si M tieng un elemento maximal, el conjunto E puede ser bien ordenado 
y reciprocamente. Son, pues, equivalentes, las dos propiedades del enunciado. 

Supongamos primero que un par (4, Ox) sea elemento maximal de AL y 
mostremos que A = E. En caso contrario, sea b un elemento de E no perte- 
neciente a A; sobre B= AU £b y, el orden Os que coincide con O sobre A 
y es tal que 


a<b Vaca 


es un buen orden de B y da un par (B, Op) mayor que (A, Oa), contra la 
hipótesis. 

Ahora, si Oz es un buen orden de E, es claro que el par (E, Oz) es ele- 
mento maximal de Apuesto que dos pares en que interviene el mismo conjunto 
son iguales si su buen orden es el mismo, y no son comparables en el caso con- 
trario, 


Lema. — El conjunto M ordenado por el orden $, es inductivo, 
Sea ( una cadena sacada de A. Consideremos la familia F de las par- 
tes Á figurando en los pares (A, Ox) de C; F es ella misma una cadena (para 


la relación de inclusión). Sea R = U A la reunión de las partes A de E que 
AEF 
pertenecen a F. Ordenemos R de la manera siguiente. 

Consideremos un número finito n de elementos de R,T1, F2, +=», Tn y, para 
cada indice i, un conjunto A1EF tal que ri€ Ay. Como F es una cadena, 
uno de los conjuntos A+, que llamaremos A, contiene a todos los otros; tenemos 
pues rs € A cualquiera sea ¿€(1,2,..., nj. Si B es otro conjunto de la fa- 
milia $" que contiene igualmente a Fr, 72, ..., Ta, la relación ri <rj en el orden 
Oa, donde i,j€([1,2,...,n de implica la relación rí < rj en el orden Og pues- 
to que Ces una cadena. 

Tomemos n igual a 2 y definamos el ordenOgponiendo ri < ra en Op si se 
tiene, conforme a lo que precede r, < ra en Oa, siendo A cualquier conjunto 
de la familia F que contenga a ri y ra. Esta relación Of es desde luego refle- 
xiva y antisimétrica; también es transitiva, lo que se ve inmediatamente tomando 
n=3en el razonamiento anterior. Además este orden Oz es según su defi- 
nición un orden total, 

Mostremos que el orden Op asi definido es un buen orden. Sea S una 
parte no vacia de R: debemos mostrar que $ tiene un elemento minimo. Sea s 
un elemento de S (£ Y por hipótesis). O bien s es elemento mínimo de S en el 
orden Oz (y entonces la propiedad queda establecida), o bien el conjunto 7 de 
los elementos t de $ que preceden a s en este orden no es vacio. Sea (A, Oa) un 
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par de la cadena QC tal que s€ A; si t designa un elemento cualquiera de T, 
sea (B, Os) un par de G tal que t € B. Puesto que F es una cadena, tenemos 
o bien B< A, y entonces te A, o bien AC B,y entoncess€ A,te B,t<s 
en el orden Or, luego en el orden Os implican, según la definición de Q,t€ A. 
Asi, de todos modos, t € A; en consecuencia, tenemos T < A. 

Como parte no vacia del conjunto bien ordenado A, 7 admite un elemento 
mínimo m en el orden .O4; pero las restricciones a 7 (€ A < R) de los órde- 
nes O4 y On Coinciden, luego T admite a m como elemento minimo en el 
orden Op. Puesto que Of es un orden total, m es también elemento mínimo 
de S, luego Op es un buen orden. 

Asi el par (R, On) pertenece al conjunto ML. Además mayora a la ca- 
dena GC: 


(4,04) < (R, Or) enel orden 2, VW(A,04)€C; 


tenemos en efecto, por construcción, A < R y O, es la restricción de Or a A. 
Sea por otra parte a€ A, € R,z <a en el orden Op. Existe en la cadena F 
un conjunto X que contiene x y A, y si (X, Ox) es el par correspondiente de 
la cadena (, se tiene necesariamente 


(A, 04) X (X, Ox) en el orden Q 


pero entonces, la desigualdad x <a en Ox (restricción de Op a X) implica 
TEA. 

Igualmente, puesto que R es mayorante minimo de la cadena F,el par 
(R, Or) es mayorante minimo de la cadena C. El conjunto AM, con el orden 
2, es fuertemente inductivo, luego .es inductivo. 

Con esto, según el axioma de Zorn, MM tiene un elemento maximal y según 
la observación preliminar, existe, en el conjunto E, un buen orden. 

La proposición: 

(11) todo conjunto E puede ser bien ordenado, se conoce con el nombre de 
axioma de Zermelo, En virtud del lema precedente, podemos enunciar 


Teorema 1.— El axioma de Zorn (1) implica como consecuencia el axioma 
de Zermelo (1). 

Otro axioma fundamental es el axioma de elección; he aquí su enunciado: 

(111) Para todo conjunto E, se puede definir una función de elección f, es 
decir, una aplicación de S(E) en E que asocia a toda parte no vacia A de E 
un elemento a = f(A) de E perteneciente a A (“elemento distinguido” de A). 

Es evidente que, si un conjunto E tiene una buena ordenación se puede de- 
finir una función de elección: basta asociar a toda parte A no vacia de E su 
minimo elemento. Luego: 
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Teorema 2. — El axioma de Zermelo (1) implica el axioma de elección (MI). 
Nos falta establecer otra equivalencia: 


Teorema 3.— El axioma de elección (111) implica el axioma de Zorn. 
> 
Sea H una parte de un conjunto ordenado E; designemos por H el con- 
junto de elementos del complementario (4 que son mayorantes de H: 
> 
H=(2;1€ E,14H;VheH, h<z). 
Supongamos definida una función de elección en el conjunto ordenado E; 
sea f esta función. 


Definición. — Diremos que una cadena K contenida en E es una k-cadena 
si, para toda parte hereditaria H de K, distinta de K, el elemento distinguido 


> 
UN) es elemento mínimo de An K. 
Al ser H parte hereditaria de K, el complemento de H en la cade- 


> 
na K está contenido en H; por tanto, la condición H»K es equivalente a 


> 
AnKx=g. Ss SS 
Tomemos H =W, entonces A =E, Hn K=K y la definición de k-cade- 


> 
na da: e=f(H)=f(E) es elemento mínimo de K. Así, todas las k-cadenas 
admiten e = f(e) como elemento mínimo. Por lo demás, (e) es una k-cadena, 


pues es una cadena C cuya única parte hereditaria diferente de C es WD; aca- 
bamos de ver que f(WD) = f(E) = €, y e es en efecto elemento mínimo de 


Bnlej=Enfe)=(e). 


Teorema 4.— En el conjunto Cde todas las cadenas (ordenado por in- 
clusión), el conjunto Y de las k-cadenas es una cadena; cada k-cadena es 
parte hereditaria de toda k-cadena que la contenga, 

Consideremos dos k-cadenas, Ki, K2, y sea 


< < 
I=(2;2€kKiNKX23kKinz=X2Nn2x) 
El conjunto ] no es vacio, puesto que e € I. 
Mostremos primero que 1 es parte hereditaria de K, (luego, también de K3). 
Sean ¡€ 1, k1€ Ki, k¡<i. Tenemos: 
a eS 
Kini=Xeni, 
< < 
pero k¡ € Ki Ni, luego ki € K2N i, de donde k, € K¡ M Ka, 


á A 
Además, Kinink=X2nink 
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lo que se escribe, puesto que k, < i, 
< E 
Kink=X20M kr 


En fin, ki € 1; I es efectivamente parte hereditaria de K; y también de Ko. 
Además, no puede ser al tiempo 1 + K, e 1 Kz. Supongamos, en efecto, 


> 
ambas desigualdades. Puesto que K, y K2 son k-cadenas, m = f(I) es enton- 


ces elemento mínimo de IN K, y de In Kz. Puesto que / es parte hereditaria 
de K, y que existe un mínimo mayorante escrito, m, de 1 en K;, tenemos: 


< < 
I=X:inm y lo mismo I=K2nm. 


< < 

Resulta: (X1Um)u(m)=(K2 nm) U(m ), es decir: 
< < 

Kinm=kK:nm 


> 
luego m€ l, en contradicción con m € /, Tenemos, pues, J =K, o I=K, y 
una de las dos cadenas K,, Kz es parte hereditaria de la otra. Con esto queda 
demostrado el Teorema 4. 


Teorema 5.— La unión de las k-cadenas 


k*=|)x 
KER 
es una k-cadena, 
K* es evidentemente una cadena. Demostremos que es una k-cadena: Sea 
H una parte hereditaria de K* distinta de K*, luego An K* 2. Vamos 
a establecer que f(H)=s es elemento mínimo de H N K*. Sea k€ Hn K*; 
mostremos que se tiene: s<k, Puesto que k€ K*, existe una k-cadena 


K,€ Jútal que k€ K, y puesto que k € ñ, k es un elemento de K, que ma- 
yora H y no le pertenece. Demostremos que H está contenido en K. (y enton- 
ces estrictamente, puesto que k€ K,, k € H). Si tuviésemos h € H, hE Ka, 
como existe una k-cadena Ki conteniendo a h, K, seria, según el Teorema 4, 
parte hereditaria de K, . Pero entonces h sería una mayorante de K, no perte- 
neciéndole, por lo que tendriamos h > k; y siendo H por hipótesis parte here- 
ditaria de K*, resultaría k € H, lo que es contradictorio. Esto dicho, la inclu- 
sión HC K. (<SK*) implica, puesto que H es parte hereditaria de K*, que H 
es parte hereditaria de K,; entonces, puesto que K.f = H, (H) =sS es elemento 
mínimo de H N K,, de donde s < k, como queriamos demostrar. 
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Corolario. — Se tiene: 
> 
Kt=Y 
> > 
En efecto, si fuese K* Y, entonces K* U( ¡(K*) ) sería una cadena y pre- 
cisamente, como ahora vamos a ver, una k-cadena, lo que no es posible. El 
hecho de que K* U f(K*) sería una k-cadena resulta de la proposición general 
siguiente: 


> > 
Lema. —Si K es una k-cadena y si tenemos: K +, entonces K U f(K) 
es también una k-cadena. > 
Sea en efecto H una parte hereditaria propia de K U f(K), lo que implica 


> 
f(K) $ H; tenemos, pues, H < K. Entonces: 


> > 
si H =K, tenemos f(H) = f(K), que es efectivamente elemento mínimo de 
> > > 
Ho IKUAKN = (100); 


> > 

si HUK, siendo K una k-cadena, SM es elemento mínimo de H n K, 
luego, a fortiori, de H n IK U f(K)] = (H n K) U f(K), que sólo difiere por la 
adjunción del mayorante f(K). 

Con esto queda establecido el Lema y, por tanto, también el Corolario. 

La teoría de las k-cadenas nos proporciona, pues, una cadena K* que no 
admite ningún mayorante que no le pertenezca. 

Si el conjunto E es inductivo, K* es mayorada; tiene, pues, según lo pre- 
cedente, un elemento máximo, el cual es además elemento maximal de E. 

Por tanto, el axioma de Zorn resulta de la existencia de una función de 
elección: el Teorema 3 queda demostrado. 


Nota. —De la equivalencia de los axiomas (I), (1) y (UI) resulta en 
particular que, mediante el axioma de elección, todo conjunto puede ser bien 
ordenado, Esta proposición es el Teorema de Zermelo, 


CAPÍTULO VII 


ANILLOS NOETHERIANOS 


$ |. Retículos con condiciones de cadena 


Definición. — Se dice que un conjunto ordenado E satisface a la condición 
maximal si todo subconjunto no vacio de E tiene al menos un elemento maximal. 


Teorema 1. — Un conjunto ordenado E satisface a la condición maximal si, 
y sólo si, todo subconjunto totalmente ordenado de E admite un elemento máximo. 


1) Si E satisface a la condición maximal, todo subconjunto totalmente or- 
denado de E admite un elemento maximal, Pero un elemento maximal de una 
cadena es elemento máximo y todo subconjunto totalmente ordenado de £ admite 
un elemento máximo. 


2) Reciprocamente, sea E” un subconjunto no vacío de E. Todo subconjunto 
totalmente ordenado de E” es subconjunto totalmente ordenado de £ y en con- 
secuencia admite, por hipótesis, un elemento máximo (que pertenece a E”). E” es 
pues inductivo; luego, mediante el axioma de Zorn, E” tiene un elemento maximal 
y E satisface a la condición maximal, 


Teorema 2. — Un sup-semirretículo 6 que satisface a la condición maximal es 
completo y toda unión es una unión finita. 

En efecto, sea S un subconjunto no vacio cualquiera de 8. Consideremos 
el conjunto S* de todas las uniones finitas de elementos de S : S < S* < G.Por 
la condición maximal, $* tiene al menos un elemento maximal u*. Existe pues 
una unión finita de elementos de S tal que 


sa Vs Y. Vsna=u*  ysiseS, sYut=u* 


puesto que u* es maximal; luego s < u*, Y s € S.Luego u* es mayorante de $. 
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Pero por construcción u*es mayorante mínimo de S' = [s1, Sa, ..., Sn ), luego a 
fortiori de S. 


Consideremos en particular un anillo conmutativo A para el cual el retículo 
de los ideales 3 verifica la condición maximal. 


Definición. —Se llama anillo natheriano (de Neether) un anillo A en que 
todo ideal m admite una base finita (es decir un sistema finito de generadores): 


m = (ma, ..., mr) 


Si suponemos A conmutativo, m es el conjunto de sumas 


> vir + Ami (14 EZ, 01€ A) 


i=1 


y si A tiene elemento unidad, el conjunto de sumas 
r 
> ama. 
tl 


Teorema 3. —Si el retículo de los ideales de un anillo A (conmutativo) ve- 
rifica la condición maximal, el anillo A es netheriano. 

En efecto, todo ideal m de A es, en el retículo completo BG de los ideales 
de A, la unión de los ideales principales engendrados por sus elementos, luego, 
según el teorema 2, es unión finita de tales ideales principales: 


m = (01) Y ... Y (41) = (81) + ... + (4n) = (81, ..., Un). 
reciprocamente: 


Teorema 4.— El retículo de los ideales de un anillo natheriano A verifica 
la condición maximal. 
Bastará mostrar que toda familia totalmente ordenada C de ideales de A 


admite un elemento máximo. Ahora bien, la reunión m* = l J m es un ideal, 


9 
mayorante mínimo de la familia e (cap. IV, $ 1). Siendo A'neetheriano por hi- 
pótesis, m* admite una base finita: m* = (ma, ..., ms) y como ms pertenece a la 


reunión l J m, existe al menos un ideal mw € € tal que ms € My. Siendo (una 
mec 
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cadena, uno de los ideales ma, ..., M,, sea m,, contiene a todos los otros y tene- 
mos MEM, (i=1,.., 1), de donde m* < m,.Ahora bien m, € C y por consiguien- 
te tenemos m, < m*,de donde la igualdad M, = m* luego M* pertenece a C y 
es elemento máximo. 


Volvamos a un conjunto ordenado cualquiera E. 


Definición. — Se dice que un conjunto ordenado E verifica o cumple la con- 
dición de cadena ascendente, si toda sucesión de elementos de £ subindicada por 
los enteros naturales y estrictamente creciente 


a<XaxX.. 


es finita. Esta condición es equivalente a la siguiente: En toda sucesión infinita 
débilmente creciente 21 X 22 X ... < Ln X Tan < ..., vale el signo de igualdad 
a partir de un cierto lugar de orden. 


Teorema 5.— La condición maximal implica la condición de cadena ascen- 
dente. Reciprocamente, mediante el axioma de elección (equivalente al axioma de 
Zorn), la condición de cadena ascendente implica la condición maximal. 

La primera parte es evidente: una sucesión estrictamente creciente ilimitada 
aX dX<.. <<... debe admitir, por la condición maximal, un elemento 
máximo ax, lo que es contradictorio puesto que ax < Qxg41. 

Supongamos ahora que E cumple la condición de cadena ascendente; sea 
E' un subconjunto totalmente ordenado de E, y veamos que E tiene un elemento 
máximo. Existe, según el axioma de la hipótesis, una función de elección en E”, 
es decir una función f que asocia a toda parte no vacia X de E” un elemento 
1EX, x=f(X). Pongamos e = [(E'). Si e es elemento máximo de E” la pro- 
posición queda establecida. Si no, la sección inicial Si de es, en £”, 


S=(217€E,2<4), 


no agota a E': pongamos es = [(E' — S1); tenemos € < es. El razonamiento se 
reitera: si se han obtenido n elementos es formando una sucesión estricta cre- 
ciente 


ea< eZ... < en 


y si en no es elemento máximo de E', E' — S», donde S, es la sección inicial 
de en en E',no es vacío y se tiene €a < en = f(E' — Sn).Según la condición de 
cadena ascendente, el proceso se detiene para un cierto valor k de n, y por conse- 
cuencia £” tiene ex como elemento máximo. 
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Se define de un modo análogo la condición minimal (un conjunto ordenado E 
satisface a la condición minimal si todo subconjunto no vacío de E tiene al menos 
un elemento minimal) y la condición de cadena descendente (toda sucesión estric- 
tamente decreciente ar > 42 > ... de elementos de E es necesariamente finita) y 
se establece su equivalencia. 


$ 2. Anillos noetherianos 


En todo lo que sigue se trata de anillos conmutativos ncetherianos y damos 
por sobreentendida la palabra conmutativo. 

Comenzaremos el estudio de los anillos ncetherianos por un importante teo- 
rema de transferencia debido a Hilbert. 


Teorema 1 (teorema de la base finita). — Si R es un anillo netheriano con 
elemento unidad e, el anillo P=R[x] de los polinomios en x con coeficientes en 
R es netheriano. 

Demostraremos este teorema haciendo ver que P cumple la condición de 
cadena ascendente. En primer lugar daremos un lema: 


Lema 1. — Sea 4 un ideal del anillo P; el conjunto Ca(a) formado por el cero 
de R, 0, y por los coeficientes de 2" en los polinomios de grado n que pertenecen 
a q, es un ideal del anillo R; los ideales Cn(a) forman una sucesión débilmente 
creciente: 


Cola) < Cila) S ... € Cría) € Canla) S ... 
Sean a, b dos elementos de Cn(a), es decir 


f= 407 + ar>>+..€a 
g= bar +bar2+..€4a 
resulta 
f—g=(a— bjar + (41 — bijar +..€n 


y el elemento a —- b, sea nulo o sea diferente de cero, pertenece al conjunto Cn(a). 
Por otra parte, para todo elemento r de R, tenemos 


rf = (ra) 2" + rar +..€a 


y el elemento ra, sea nulo o distinto de cero, pertenece a Cn(a); Cn(a) es, pues, 
un ideal en el anillo R. 
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Como R tiene elemento unidad e, x = ex es un polinomio de P y tenemos 
xf = ax + ar +..€n 


luego todo elemento a de Ca(a) pertenece a Cas (a), los ideales C(a) forman una 


cadena débilmente creciente. 
Establecido esto, consideremos en el anillo P= R[x] una sucesión débil- 


mente creciente de ideales 


y vamos a demostrar que a partir de un cierto lugar de orden todos los ideales 


de esta sucesión son iguales. 
Para cada valor de n los ideales Ca(ap) forman también una sucesión débil- 


mente creciente 
Cr(a1) € Calaz) S ... S Calp) S ... 


y puesto que el anillo neetheriano R verifica la condición de cadena ascendente, 
existe un entero r =7(n), función de n, tal que 


Pp>r implica Cnlap) = Cular). 


Asociando a cada punto (n, p) de coordenadas enteras, en un plano xOy, 
el ideal Cn(ap), vemos que, sobre cada paralela al eje Oy de abscisa entera n, 
los ideales Ca(ap) van creciendo (débilmente) y son iguales entre sí sobre las 
semirrectas p > r(n) (ver figura). 
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Se ve además, teniendo en cuenta el lema 1, que 


(1) n<h y p<k implican Ca(Ap) < Calax), 


puesto que Ca(Ap) S Ca(Ap) S Chlax). 


Pero como el anillo ncetheriano R cumple la condición maximal, existe en el 
conjunto de ideales Cn(ap)un ideal maximal C,(as), lo que, con la propiedad (1), 
implica que en el cuadrante n > a, p > B,sombreado sobre la figura, todos los 
ideales Ca(Ap) son iguales a C,(Ag). 

Sea entonces p el mayor de los enteros r(1), ..., (a — 1), B. Para todo n, la 
desigualdad p > p implica 


Cala) = Cala). 
La igualdad ap =a, para p > presulta según el lema siguiente. 


Lema 2.—Si a y b son, en el anillo P = R[x], dos ideales que cumplen las 
condiciones 


asb y  Cxa)=Cxb) Vnen, 


se tiene 
a =b. 


Puesto que Co(a) = Co(b), los ideales a y b contienen las mismas constantes, 
es decir los mismos polinomios de grado O (por supuesto, este conjunto de cons- 
tantes comunes puede reducirse a (0 )).Razonemos por recurrencia sobre el grado 
n de los polinomios, suponiendo que se ha establecido que, para todo v <n— 1; 
todo polinomio de grado v perteneciente a bh pertenece también a a, y demostremos 
la misma propiedad para el grado nm. La propiedad, establecida entonces para 
todo grado n,implicará la igualdad a = b. 

Sea 

g(x) = ban + bar +... bBAO 


un polinomio de b, de grado n. Tenemos 
bECr(b) = Cría) 


luego existe un polinomio de grado », 


H(1) = dar + ar +... 
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que pertenece a A, y tiene bh como coeficiente director. El polinomio 
fue) = g(2) — fl) = (bi — jara +... 


pertenece a b y, si no es nulo, es de grado v <n— 1, luego pertenece a a, y lo 
mismo el polinomio g =f + fa. 


De paso en paso vemos, que si R es un anillo netheriano con elemento uni- 
dad e el anillo Pn = R[Z1, ..., En] de los polinomios en Zi, ..., En CON coeficientes 
de R es un anillo netheriano. Tenemos en efecto 


Rl[za, 22] = R[x1] [xo], eto... 


Un cuerpo K no tiene más ideales que los ideales principales (0), (€), luego 
todo cuerpo es un anillo neetheriano. El anillo de los enteros Z, en el que todo 
ideal es principal (cap. IV, $ 7) también es ncetheriano. En consecuencia los 
anillos K[Za, ..., Zn], Z[Z1, ..., Zn] SOn ncetherianos. 


$ 3. Anillos principales 


Un caso particular importante de anillos ncetherianos es el que ofrecen los 
anillos principales. 


Definición. —Se llama anillo principal al anillo conmutativo con elemento 
unidad en el que todo ideal es principal. 

Hemos visto ya que esta propiedad se cumple en el anillo de los enteros, que 
es por ello un anillo principal. 

Un segundo ejemplo nos lo da el teorema siguiente: 


Teorema 1. — Todo anillo euclideo E. es principal. 


Sea en efecto a un ideal de €. Si a = (0), a es ya un ideal principal. Sea pues 
a 4 (0). Consideremos la función p que interviene en la definición de un anillo 
euclídeo (cap. IV, $ 6) y sea a uno de los elementos de a para los cuales el entero 
p(a) es minimo, Sea z un elemento de a.Por ser 8 un anillo euclídeo, existen 
q€€ y r€8 tales que z=aq+r,con r=0,6rX%0 y e(r) < pla). Pero 
esta última circunstancia no puede darse por la elección de a y debe ser r =0, 
luego z = aq, y a es el ideal principal (a). 

Demos ahora las principales propiedades de los anillos principales sin di- 
visores de cero. 
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Teorema 2.— En un anillo principal sin divisores de cero, todo ideal primo 
es maximal, 

En efecto, sea p un ideal primo. Si p no es maximal, existirá un ideal pro- 
pio a, que contenga a p estrictamente. Pero p = (p) C a = (a) implica p = ra, 
y, siendo la inclusión estricta, a p, puesto que a€p implicaria entonces 
A =P; pero, siendo p primo, resulta r € Pp, es decir r = r'p. Las dos relaciones 
p=ra,r = pr' implican entonces que r y p son asociados y p = ra ,que a es 
una unidad, es decir que A es el anillo completo, luego que p es maximal. 

En un anillo principal todo elemento es producto finito de elementos irre- 
ducibles, En efecto, sea a un elemento para el que no sucediese así. Se tendría 
entonces a = ab, con uno al menos de los factores, sea a1, no igual a un pro- 
ducto finito de elementos irreducibles sin ser a ni una unidad ni un asociado 
de a. Se tiene entonces, para ay, una descomposición análoga a, = agbz, con un 
factor as, por ejemplo que no es producto finito de elementos irreducibles. 

La sucesión de elementos a, az, ... puesta asi en evidencia, en la que cada 
elemento divide a la anterior sin serle asociado ni ser una unidad, engendra 
una sucesión infinita estrictamente creciente de ideales principales 


(a1) E (42) E... 


en contradicción con la condición de cadena ascendente que se cumple en todo 
anillo ncetheriano, luego en particular en todo anillo principal. 
De aquí vamos a deducir: 


Teorema 3.— Un anillo principal sin divisores de cero es un anillo fac- 
torial. 

Por ser todo elemento del anillo principal un producto finito de elementos 
irreducibles, sólo nos falta demostrar la unicidad de esta descomposición y 
nosotros sabemos (cap. IV, $ 6) que es suficiente demostrar que si p es irredu- 
cible y divide a ab, divide a a ó a bh (condición de Gauss). 

Pero siendo el anillo principal, el ideal (a) + (b) es principal. Luego existe 
un elemento d del anillo tal que 


(a) + (b) = (a) 


y en consecuencia dos elementos u y y del anillo tales que 
d =au + bo; 
V 


pero por otra parte las inclusiones (a) < (d) y (b) < (d) implican que existan en el 
anillo elementos a” y hb” tales que 


a=ad b= vd 
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de donde resulta que, en un anillo principal sin divisores de cero, dos elementos 
a y b admiten un máximo común divisor d dado por una expresión de la forma 


d =au + bo. 


En particular, en un anillo principal dos elementos a y p sin divisor común 
están ligados por una identidad de Bezout 


1 = za + yp. 


Resulta, multiplicando por hb, que si p divide a ab, divide también a b. De la 
demostración precedente resulta además que: 

En un anillo principal —como en un anillo euclideo— las tres propiedades 
1, H, HL (cap. 1V, $ 6) son equivalentes para definir a los elementos primos 
entre sí. 

Señalemos todavía que en todo dominio de integridad que verifique la con- 
dición de Gauss —en particular, en todo anillo principal sin divisores de cero— 
el ideal (a) es primo si, y sólo si, a es irreducible. En efecto, xy € (a), es decir 
2y = pa implica si a es irreducible que a divide a uno de los factores, sea 
x= ra, es decir x € (a) y el ideal (a) es primo. Por el contrario, en todo anillo 
si a no es irreducible, (a) no es primo puesto que a = pq, donde p ó q no son 
unidades ni asociados a a es incompatible con p=paó q=p'a. Se tiene 
pues pgE(a), pé(a),q é(a)y (a) no es primo. 


$ 4. Propiedades de los ideales de un anillo noetheriano A 


Teorema 1. — Todo ideal primario q de un anillo netheriano A es primario 
fuerte, y por consiguiente, en un anillo netheriano las dos nociones “primario” 
y “primario fuerte” coinciden. 

Sean a y bdos ideales de A tales que se tenga ab < qua € q. Existe un 
elemento a de a que no pertenece a q. Si (b,, ..., b4) es una base del ideal b,las re- 
laciones a € q, abi € q implica la existencia de enteros ns tales que di € q(i= 
= l,..., 5). 

A arca b? del ideal b está engendrada por los productos Bf... p%, 
con Bi+ ... + Br =2A, Bi > 0. Para 


A> 12 (m—it)+.. + (8—1) =Mm +... + ne —(s —1) 


un Bi al menos es igual o mayor al ng del mismo índice, lo que implica de €9, 
Bi, ..., Ds Eq y finalmente BA < q. 
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Teorema 2. — Dado un ideal m en un anillo netheriano A, existe un entero 
n tal que se tenga 


[R(m)" < m. 


Sea (41, ..., 74) una base de R(m) y na, ..., n enteros tales que ri € mM. El 
ideal [R(m)]" está engendrado por los productos rf ... 17 donde ar +...-+ Qs =M, 
a(> 0. Si se toma, como en el teorema precedente 


n>m+..+n—(s—1) 
cada uno de los productos rf: ... r3* pertenece a M, y se tiene [R(m)]" < m. 


Corolario 1. — Para todo ideal q casi primario o primario de radical (primo) 
p,en un anillo netheriano A, existe un minimo entero p, llamado exponente de q, 
tal que se tiene 


p<qsp. 
Corolario 2. — Si p es primo y si a es un ideal verificando 


p.<cacp 


a es casi primario de radical p. 
Tenemos en efecto, de una parte, R(p") < R(a) <€ R(p) = P, y de otra 
parte R(p") = Rfp) = p (cap. V, $ 10, teor. 3, corol.), de donde R(a) = p. 
Si el anillo ne*theriano A tiene elemento unidad e y si pes maximal, un ideal 
A con la condición 


p<cacp 


es p-primario (cap. V, $ 10, teor. 5); teniendo en cuenta el corolario 1 se deduce 
que en un anillo netheriano con elemento unidad A, las potencias de un ideal 
p-primario, donde p es maximal, son p-primarias. 


Teorema 3.— En un anillo natheriano A, todo ideal irreducible es primario. 

Recordemos que un ideal i es M-irreducible o, más brevemente, irreduci- 
ble, si no admite ninguna descomposición de la forma i=aNa' con las in- 
clusiones estrictas iCa,iCa”. 

Para establecer este teorema mostraremos que si un ideal m del anillo A 
no es primario, es reducible. 

No siendo primario el ideal m existirá al menos un par de elementos a, b 
de A verificando 

abem; aqm; VneN, bm. 
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Designemos por ma el conjunto de elementos x del anillo tales que xbt em; Ma 
es un ideal, puesto que es el residual m: (b*) = wm: (04). 
En particular tenemos a € m1, de donde m C mu estrictamente puesto que 
agm. 
Según la definición de Ma, tenemos 
Mn <S Ma+r 


y, por consiguiente, las Ma forman una sucesión ilimitada, débilmente creciente. 
Puesto que el anillo A es ncetheriano existe un entero k tal que 


h>k implica Ma = Mx. 
Consideremos el ideal Ab* [conjunto de los elementos rb*, r € A ¡este ideal 
no coincide necesariamente con el ideal principal (b*) porque no hemos supuesto 
la existencia de elemento unidad en A]. Pongamos 


(1) mM = mM -+ ADE, 


El ideal m” contiene estrictamente a m, pues bl Em y Dem. 
Habremos, pues, mostrado que m es reducible si establecemos la igualdad 


m=m Am. 


Puesto que m está contenido en m, y en m', tendremos m < mu, Mm”. Recí- 
procamente, sea em Am”. Según (1) podemos escribir 


z=m-rb donde mem,reA, 
lo que implica, puesto que TEM, 
bx = bm + rbitl em 
luego rbktl € m, r € Men y, Puesto Que My = My, rbr € m, luego zm. 
Tenemos, pues, m, Mm” < m, de donde la igualdad, y m es reducible, c.q.d. 
$ 5. Descomposición noetheriana 
Hemos visto (cap. VI, $ 2, teor. 4) que, en un anillo cualquiera todo ideal es 


intersección de los ideales irreducibles que le contienen. 
Vamos a obtener ahora, en el caso de un anillo ncetheriano (seguimos sobre- 


9 > 
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entendiendo que conmutativo), propiedades más precisas. 


Teorema 1. —En un anillo netheriano A, todo ideal m es la intersección 
de un número finito de ideales irreducibles: 


m=i0..Ni, r> 14. 


Supongamos que existe en A un ideal m que no sea como afirma el teo- 
rema. En particular, m no será irreducible; existirán, pues, dos ideales mM, y 
mi tales que se tenga 


mM=mhAm, mcm, mom; 


(estrictamente). Uno al menos de los dos ideales m,, mi no será intersección 
finita de ideales irreducibles: sea así para Mh. 

En particular, m1 no es irreducible. Existen, pues, dos ideales Ma y Má 
tales que 


Mi = Ma My, MAC Ma MC MA 


(estrictamente) y uno de los dos, digamos Mz, no es intersección de ideales 
irreducibles, Reiterando el razonamiento se obtiene una sucesión estrictamente 
creciente indefinida 


mCcmCmaC... 


lo que es imposible, puesto que el anillo A verifica la condición de cadena as- 
cendente. 


Entre los ideales irreducibles de un anillo conmutativo cualquiera encon- 
tramos, evidentemente, los ideales maximales; también tenemos a los ideales 
primos, pues si se tiene 


p=m Nm 


luego 
Mi, M2 S Mi MN Ma =p < mi (t =14, 2) 


resulta, siendo p primo, que uno al menos de los ideales M+ está contenido en P, 
luego es igual a p;p es efectivamente irreducible. Finalmente, hemos visto 
que en un anillo ncetheriano todo ideal irreducible es primario. Naturalmente, la 
recíproca de este teorema no es cierta; existen ideales primarios que no son 


irreducibles, por ejemplo todas las intersecciones normadas de un número finito 
18 DUBREIL 
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n (> 1) de ideales primarios con el mismo radical. 
Relacionando los teoremas 1 y 3 del $ 4, podemos enunciar: 


Teorema 2 (Emmy Neether) *.— En un anillo natheriano A, todo ideal es 
la intersección de un número finito de ideales primarios. 


Reemplazando los ideales primarios de igual radical por su intersección, 
y suprimiendo en la intersección los componentes superfluos, se obtiene una 
intersección normada de ideales primarios y utilizando los teoremas 5 y 6 (ca- 
pitulo V, $ 11) se puede enunciar: 

En un anillo ncetheriano A, todo ideal puede representarse como intersec- 
ción finita normada de ideales primarios y todas estas representaciones tienen 
el mismo número de componentes primarios; los radicales de estos componentes, 
o “ideales primos esenciales” están univocamente determinados, así como todos 
los componentes aislados. 

Además, se puede asociar a todo ideal 4, una entre sus representaciones 
como intersección de ideales primarios, caracterizada por la siguiente propiedad. 

Los ideales primarios —no univocamente determinados—, se eligen de expo- 
nente mínimo, y ellos mismos minimos entre los que tienen la misma propiedad. 

Esto es posible, pues si p, es un ideal primo maximal en el conjunto pi, Pa, 


p», 


b=94N0qN.. qua N que A... N qr 


es un componente aislado, luego determinado univocamente. Entre los qu de 
radical py tales que a =quN by, se elige uno qu, de exponente mínimo, y se 
recomienza sobre bi el mismo razonamiento. 

Si se toma .entónces la intersección de todas las representaciones posibles 
de ese tipo, se obtiene la representación buscada, puesto que la intersección de 
una familia cualquiera de ideales primarios del mismo radical y del mismo expo- 
nente es un ideal primario del mismo radical y del mismo exponente (observa- 
ción al teor. 6 de cap. V, $ 10). 


1 El teorema fue demostrado primero para el caso de anillos de polinomios por el gran 
ajedrecista Lasker, que introdujo la noción de ideal primario, A Emmy Noether se debe el haber 
descubierto que el teorema es consecuencia de la condición de cadena ascendente, (N. del T., según 
Zariski-Samuel.) 


CAPITULO VII! 


COMPLEMENTOS DE LA TEORIA 
DE LOS GRUPOS 


$ |. Grupos con operadores 


Hemos definido (cap. Il, 8 6) un grupo con operadores como un grupo G 
al que está asociado un conjunto 4 = (a, f,... ) de elementos a, f, ... llama- 
dos operadores, con una ley de composición externa que aplica 4 x Gen G, y 
es distributiva respecto a la ley de composición interna de G. Utilizando el sig- 
no * para la ley de composición externa, y T para la interna, lo anterior se 
formula: 


(1) ar(2Ty=(a,2)T(a,y) VzyeG y Vaed; 
cuando se usa notación multiplicativa para las dos leyes la formulación es: 
(1) a(xy) = (az) (ay) Wz,yeG y  Vaecd; 


y, finalmente, utilizando notación multiplicativa para la ley externa y aditiva 
para la interna: 


(M) ar+y=ar+ay VzyeG y  Vac€d. 


Por comodidad llamaremos 4-grupo a un grupo cuyo dominio de operadores 
es 4. Un 4-grupo es también un A'-grupo si 4'es un subconjunto cualquiera 
de d. 

La distributividad (1) significa que, siendo a un elemento de 4, la aplica- 
ción 2—> ax de G en si mismo es un endomorfismo «de G (desde luego, ele- 
mentos distintos a, a1, ... de 4 pueden dar lugar al mismo endomorfismo á, 
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como hemos visto más generalmente en el cap. ll, 8 6, a propósito de la reduc- 
ción de un dominio de operadores). 

La condición (1) implica pues, llamando € al elemento neutro de G, 
ae = de = e, porque en cualquier endomorfismo la imagen de e es el mismo e. 

Por razón análoga tenemos a(x—1) = (ax). 

Estas propiedades conducen a considerar, para un grupo G, algunos do- 
minios de operadores especialmente importantes: 

a) el conjunto A, de todos los endomorfismos de G; 

b) el conjunto 42 de todos los automorfismos de G; 

c) el conjunto Aa de los automorfismos internos de G; 

d) el conjunto 4¿4= (e) que sólo comprende al automorfismo idéntico 
(o identidad) e(ex = x, Y x € G). Si G es abeliano 43 = da. 

Desde luego, el caso d) es banal, pero su interés, como luego veremos con 
precisión, está en que permite ver todas las propiedades de los grupos ordina-= 
rios como casos particulares de las de los grupos con operadores. 

En el dominio de operadores -.4 pueden tenerse también leyes de composi- 
ción; entonces, éstas vienen sujetas ordinariamente a condiciones suplementa- 
rias. En este orden de ideas los dos tipos de estructura más importantes son 
los módulos sobre un anillo A, o A-módulos, y los espacios vectoriales sobre 
un cuerpo K. - 

Dado un anillo A se llama A -módulo (a la izquierda) un grupo abelia- 
no M (aditivo, es decir, con su ley de composición interna en notación aditiva) 
que tiene a Á como dominio de operadores, lo que implica la condición 


(1) aAr+y=ar+ay  VeyeM y Vaca, 
y con las dos condiciones suplementarias siguientes: 

(2) (a+ Pji=ar+ Br  VxeM y Vafpea 
(distributividad a la izquierda), y 


(3) a(Bx) = (aBje VieM y Va,PEeA 


(asociatividad mixta). Un A-módulo se llama unitario cuando A tiene un elemen- 
to unidad e y este es operador unidad (o idéntico): 


(4) ex=x VzxecM. 


Todo superanillo B de A es un A-módulo donde la ley externa coincide 
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con la multiplicación en B; todo ideal a la izquierda M de un anillo A es un 
A-módulo (a la izquierda) donde el producto az (a € A,x € m) es el producto 
ordinario en A; por ser mt ideal a la izquierda, ax es elemento de mt, lo que da 
efectivamente una ley de composición externa que aplica A x men m,cumplién- 
dose las condiciones (1), (2), (3); y también la (4) si en A, hay elemento unidad. 
Finalmente mencionemos que todo grupo abeliano G es un Z-módulo sobre el 
anillo Z de los enteros. 
Si se reemplaza la condición (3) por la condición 


(8)  * a(Bx) = (Bajz 


no se define un A-módulo a la izquierda, sino un A-módulo a la derecha; enton- 
ces es más cómodo considerar la ley externa como una aplicación de MX A 
en M y, en consecuencia, escribir los operadores a la derecha; la condición (3') 
se expresa entonces 


(3”) (=B)a = x(Ba), 

y las condiciones (1) y (2), respectivamente, 
(1) (2 + y)a = za + ya, 
(2%) x(a + B) = xa + xB. 


Cuando el anillo A es conmutativo no ha lugar a distinguir entre A-mó- 
dulos a la derecha y a la izquierda. 

Se llama espacio vectorial a la izquierda (por ejemplo) sobre un cuerpo K 
un K-módulo a la izquierda unitario, 

Todo supercuerpo L de K es un espacio vectorial a la izquierda sobre K, 
cuya ley externa coincide con el producto en L. 

Dado un cuerpo K consideremos el conjunto V de entes 


Y = (%1, ..., En) (21 € K) 


donde » es un entero fijo, y les llamaremos vectores de n coordenadas sobre el 
cuerpo K, definiendo 


(La, ..., Zn) = (Ya, ---, Yn) si uy (== 1, ..., nm). 


Definiremos luego una adición en V, poniendo 
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lo que hace de V un grupo aditivo; finalmente introduciremos una ley de compo- 
sición externa aplicando K X V en V, poniendo, para todo a de K, 


Q(Z1, ..., Zn) = (aL1, ..., aL n) 


Entonces V es un grupo con operadores, cuyo dominio de operadores es el cuer- 
po K (los elementos de K se llaman escalares cuando se le mira como operadores 
sobre los vectores de V). Junto con (1) se tienen las igualdades (2), (3) y (4), 
y V es un espacio vectorial a la izquierda sobre el cuerpo K. 

El conjunto F de las funciones reales definidas sobre el cuerpo R de los 
números reales, con las reglas de cálculo clásicas, es un espacio vectorial so- 
bre R. 

Para todo espacio vectorial V sobre un cuerpo K, según las fórmulas fun- 
damentales (1), (2), (3), (4), valen las siguientes reglas de cálculo, en las que 
hemos puesto O para el cero del cuerpo K y Ú para el cero del grupo aditivo V: 


0 =0 VoeV 


porque av +0= av = (a + 0)o = av + 00 (a € XK); 


a0=0 VaeK 


(como ya hemos visto); además av =Ú y a % 0 implican 


a(av) =a10=0 es decir (a—la)o = ev =0 


Se llama álgebra asociativa (o sistema hipercomplejo) sobre un cuerpo K 
un espacio vectorial sobre K que tiene, además, la propiedad de ser un anillo. 
Por ejemplo, el conjunto C de los complejos es un álgebra asociativa sobre el 
cuerpo de los reales. 

Sea G un grupo con operadores y 4 el dominio de éstos, Un subgrupo H 
de G se dice lícito o permitido respecto al dominio de operadores 4 (o estable 
para la correspondiente ley de composición externa, o compatible con ella) si 


cualesquiera sean ae A y h€H, se tiene ah € H. 


Diremos entonces, más brevemente, que H es un 4A-subgrupo de G. Si 4" es 
un subconjunto de A, todo A-subgrupo es un A'-subgrupo. 
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Ejemplos. — 1. El subgrupo E = (e) formado por el elemento neutro es 
A -subgrupo para todo dominio de operadores 4. 


2. a) Si A es el conjunto 4, de endomorfismos del grupo considerado G, 
los 4A-subgrupos son, por definición, los subgrupos completamente invariantes. 

b) Si 4 es el conjunto Wa de todos los automorfismos de G los A-subgru- 
pos son, por definición, los subgrupos característicos de G. 

c) Si A es el conjunto Ag de los automorfismos internos de G, los 4-sub= 
grupos son los subgrupos distinguidos (o invariantes o normales). 

d) Si 4 se reduce al operador idéntico e, todos los subgrupos de G son 
lícitos. 


Todo subgrupo completamente invariante es característico, todo subgrupo 
característico es distinguido. 

Con un dominio de operadores cualquiera 4, los subgrupos que desempe- 
ñan un papel más importante son los subgrupos distinguidos y lícitos, o A-sub- 
grupos distinguidos. 


3. Sea A un anillo conmutativo considerado como grupo aditivo. El mismo 
A va a ser el dominio de operadores, con su multiplicación como ley externa. 
Los subgrupos permitidos son los ideales del anillo A. Las proposiciones sobre 
grupos con operadores se aplican pues inmediatamente en teoría de ideales. 


4. Siendo A un anillo y M un A-módulo, a la izquierda por ejemplo, se ve 
inmediatamente que un subgrupo permitido H de M es él mismo un A-módulo 
a la izquierda. Por este motivo, los subgrupos permitidos de un módulo se 
llaman submódulos. En particular, un subgrupo permitido de un espacio vec- 
torial es él mismo un espacio vectorial sobre K, al que se da el nombre de 
subespacio. $ 


Teorema 1.—Los 4A-subgrupos de un A-grupo G forman una familia de 
Moore que es U- inductiva. 

Para que un subgrupo de G sea un 4-subgrupo, es necesario y suficiente 
que sea estable para la familia A de los endomorfismos a, ... asociados a los 
operadores a, ... de 4.La familia de los 4A-subgrupos es pues, la intersección 
de la familia de Moore de los subgrupos y de la familia de Moore de las partes 
estables para la familia de aplicaciones 4; y se sabe que la intersección de 
dos familias de Moore es una familia de Moore. 

Además, por ser U-inductiva la familia de Moore de los subgrupos de G 
(cap. VI, $ 1), lo es igualmente la familia de los 4- subgrupos, pues, siendo € 


una cadena de tales subgrupos S, el subgrupo R =l Js es permitido (si 
sec 
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reR, se tiene por lo menos un S€G,res de donde para todo a€ed, 
areS<R). 

Del teorema anterior resulta que los A-subgrupos del A-grupo G forman 
un retículo completo en el que el ínfimo coincide con la intersección conjuntista. 
El supremo de este retículo no es otro que la unión completa, como demuestra 
el siguiente teorema. 


Teorema 2.—La unión completa R de una familia F de Á-subgrupos de 
G, es un Á -subgrupo. 
R es el conjunto de productos finitos 


T= Zi... Yk 


formados con elementos zx, tomados en los grupos H de la familia F. Ahora 
bien, para todo operador a € 4, tenemos, según (1) (extendido por una recurren- 
cia inmediata a cualquier número de factores) 


ar = (azy) ... (azx) 
donde ax; € Hi; luego ar € R, C.q.d. 


Corolario. — El retículo de los A- subgrupos es un subretículo del retículo 
de los subgrupos. 


Cuando G es un grupo abeliano escrito aditivamente, la unión completa se 
traduce en la suma. Lo que precede lleva consigo la definición de submódulo 
suma de una familia de submódulos, y la de subespacio suma de una familia 
de subespacios vectoriales, 

Teniendo en cuenta el teorema precedente, del hecho de que el retículo de 
los subgrupos de un grupo abeliano es modular, y de que todo subretículo de 
un retículo modular es modular, resulta que el retículo de los submódulos de un 
módulo, y el retículo de los subespacios de un espacio vectorial, son modulares. 


Observación. — El reticuto de los subespacios de un espacio vectorial 8 
no es en general distributivo, Tomemos en efecto para 8 el conjunto de los 


vectores libres del plano (por ejemplo sobre el cuerpo real R) y consideremos 
los tres subespacios X, Y, Z formados por los vectores paralelos respectiva- 
mente a tres direcciones distintas. Tenemos . 


X+(Y0Z2)=X+0=X 


X+Y=8, X+2Z2=8 
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luego 

(X4+ Y)N(X+2Z%)=58nN8=8. 
La inclusión 

X+(YNZ)C(X+Y)N(X+2) 


es estricta, 


Definiciones. — En un 4-grupo G diremos que una relación de equivalen= 


cia KR es lícita o permitida respecto a 4 (o compatible con 4) o que KR es una 
4-equivalencia si 


(5) a =y(R) implica Vaecd az = ay (KR) 


Diremos que un homomorfismo k que aplica un A-grupo G sobre un 
¿Agrupo G es lícito o permitido para A (o compatible con 4) o que es un 4-ho 
momorfismo si se tiene 


(6) h(ax) =a(khx) WYreG y  Vaed. 


Esta propiedad expresa en suma que hes permutable con cualquier operador a 
del dominio 4. Esto se aplica en particular a los isomorfismos. 


Teorema 3.— 1.* El homomorfismo canónico asociado a una 4A-equivalen- 
cia R es un A-homomorfismo. 

2.2 Si h es un A-homomorfismo, la equivalencia de homomorfismo JQ es una 
4-equivalencia. 

3.2 Si S es un A-subgrupo de G, las equivalencias Ry, R$ que descompo- 
nen a G en clases a la derecha y en clases a la izquierda respecto a S, son 
4-equivalencias; además, si S es distinguido, el homomorfismo canónico G = G]S 
es un A-homomorfismo. 

1. Sea X € G/R una clase módulo R; para dos elementos x, x1 de X te- 
nemos 


x=wm(R) de donde az = az, (R). 


La clase que contiene a ax,para x€ X es, pues, independiente de la elección de 
xen X. Designaremos a esa clase por aX, definiendo así una ley externa apli- 
cación de 4 x (G/R)en G/R. 

Con esto, el homomorfismo canónico Y está definido por yx = Xsi 2 € X. 
Como, por lo que precede, tenemos 


aX = y(az), es decir a(yz) = y(az) 
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para todo a € 4, y es un A-homomorfismo. 

2. Sea x= y(JC), es decir, h(x) = h(y). Resulta a. h(x) = a. hy) para 
todo a € 4,de donde, siendo h permitido h(ax) = h(ay), es decir az = ay(JC). 

3. Sea a=b(Rg), es decirha =s€S;como S es un 4-subgrupo 
resulta 


a(ba—=) = ab. (aa) =asES, Vaed 


luego aa =aMRi) ; así vemos que R¿es una 4-equivalencia, y del mismo 
modo se ve para R¿. 

Si S es distinguido, tenemos Rg= R$ y esta equivalencia compatible con 
la ley interna de Ges la equivalencia de homomorfismo para el canónico G — G/S. 
Este homomorfismo canónico es pues, según la primera parte, un A-homomorfismo. 


Teorema 4.— (Teorema de homomorfismo para los 4A-grupos). En un 
4-homomorfismo 
(2) G=G=h(G) 


que aplica un A-grupo G sobre un A-grupo G, el núcleo N es un A-subgrupo 
(distinguido) y el isomorfismo 


G= GIN 


es un A-isomorfismo, 
Cualesquiera sean n€ N y aE€d, tenemos, siendo ¿ el elemento unidad 
de G: 


a. h(n)=az=3 


luego, puesto que hes un 4A-isomorfismo 


h(an) = a. h(n) =?* 


y, por consiguiente, an € N; N es un4-subgrupo, c.q.d. 

En el isomorfismo ¿un elemento Zde G tiene por imagen la clase X = ¡(2) 
conjunto de los elementos x de G tales que h(x) =7.Para hacer de G/N un 
4-grupo, hemos definido aX como la clase que contiene a ax. Puesto que 
h(ax) = a. h(x) = az, la clase aX es, en el isomorfismo ¿, la imagen de az; 
i es un A-isomorfismo, c.q.d. 

Dado el A-homomorfismo 


G=T=hG) 
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consideremos, según el primer teorema de isomorfismo (cap. Il, $ 5) la biyección 
entre los subgrupos S de G y los subgrupos $ de G que contienen al núcleo N 
del homomorfismo k. Como sabemos, si S es subgrupo distinguido de G, su 
imagen A(S) es subgrupo distinguido de G, y si $ es subgrupo distinguido de 
G, su imagen recíproca h-1(S) es subgrupo distinguido de G. 


Teorema 5. — 1. Si S es un A-subgrupo de G, su imagen h(S) es un A-sub- 
grupo de G; si S es un A-subgrupo de G, su imagen reciproca h-XS) es un 
4-subgrupo de G. 

22 Si S y hz US) =8S son 4A-subgrupos distinguidos (respectivamente de 
G y G), los isomorfismos 

T/3 = G]S = (G|N)S/N) 
son A-isomorfismos, 


1.» Sea 7 = h(s) donde s € S ; tenemos 
az =ah(s) = h(as) donde ases 


luego az € (S); k(S) es un 4-subgrupo de G. 
Sea x un elemento de h—1(S) : h(x) =3 € 5. Tenemos 


har) = a h(x) = 03 € 5 
luego az € h-K5) y h-(S) es, en efecto, un A-subgrupo de G. 
2.” El isomorfismo 
0) G/S = G/S 
se ha definido, como recordaremos, del siguiente modo: 


X=St=i(X) si X=3x con  Z=hg2). 
Como aX = Síaz), aX = S(aZ) y az = ah(x) = h(az), tenemos en efecto 


y ¡es un 4-isomortismo. “X= ía Xx) Vaed 


El isomorfismo 


(1) G|S = (G/N)I(S|N) 
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está definido por 
j(X) = (S/N) X si  X=St(€G/S) y Xi = Nz (€ G/N) 


Pero entonces tenemos aX = S(az), aX; = N(az), luego ji(aX) = aX;. 


$ 2. Segundo teorema de isomorfismo 


Lema 1.—Si H y K son dos subgrupos de un grupo G y si Ses un sub- 
grupo distinguido de H, SM Kes subgrupo distinguido de H N K. 

En efecto, para todo elemento z de S M K y todo elemento m de HN K, 
mam>—1 pertenece de una parte a S (porque m€ H y x€S subgrupo distin- 
guido de H) y de otra parte a K (porque m€ K y 2 € K). 


Lema 2. —Si G,, Ga, sun dos subgrupos de un grupo G, el complejo pro- 
ducto 


G1G2 = [ giga; 81 € Gr, 82 € G2) 


es un subgrupo de G si y sólo si Gi y Gg son permutables (es decir, si 
G1G2 = G2G1). 

Si G1Gs2 es un subgrupo P, tendremos designando por X—el conjunto de 
los inversos de los elementos de X (cap. Il, $ 4): 


G1G1 =P =P-= G7G] = GyG,. 


Reciprocamente, si G, y Gz son permutables, su unión completa coincide 
con el producto G1G2 (cap. 1lI, $ 1), luego el producto es un grupo. 


Lema 3.-- Si G1, Ga son dos subgrupos permutables de un grupo G, G1 es 
distinguido en G1Ga si, y sólo si, G1 es permutable con cada elemento de Ga. 
Cuando es asi, Gr n Ga es subgrupo distinguido de Ga. 

Si Gi es distinguido en el grupo producto G,G2, es, por definición, permu- 
table con todo elemento de G,G2, en particular con todo elemento de Gh. 

Reciprocamente, si G, es permutable con cada elemento ga de Gs tenemos 


vn € G1 y Yg2 € Ga, g1g261 = g1Giga = Giga = Gig1ga 
y G1es distinguido en G1Gz. 


Según el lema 1, G, n Gzes subgrupo distinguido G¡Ga N Gz3= Gy. 
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Suponiendo siempre G, permutable con cada elemento de G», consideremos, 
teniendo en cuenta el lema 3, los grupos cocientes G1G2/G,, Y Ga/Gi NM Ga. 
Toda clase X € G1G2/G, es de la forma 


X = g1g261 = Gigiga = Giga = gaG1 (g1 € Gu). 


En ella está el elemento ga de Ga; su intersección con G2 es el conjunto de los 
elementos g2 de G2 situados en la misma clase a la izquierda respecto a Gr: 


gaG1 = gaG1 es decir g3*gi€ Gr. 
Ahora, esta última relación equivale a 
grigieGinG2s o gí€ega(Gi n Ga), 


que expresa que ga pertenece a la clase Y € G2/G1 M Ga que contiene a ga. 
Se tiene pues 
XNG: =g(GNGs) = Y 
Reciprocamente, toda clase Y = ga (G1 M Gr) € Go/G1 N Ga está contenida 
en la clase X = g2G1 = YG1 € G1G9/G,. 
Según lo que precede, para un elemento X de G1G2/G1 y un elemento Y 
de Ga/G1 Mn Ga,son equivalentes las cuatro propiedades siguientes: 


X e Y tienen un elemento común ga de Ga, 


XnG.=Y, X2Y, X =YG,, 
y cualquiera de las cuatro define una biyección 


XLS X m6 


que aplica el grupo cociente G1Ge/G1 sobre el grupo cociente Ga/G1 M Ga. 

Las clases X se multiplican como sus representantes ga, y lo mismo sucede 
con las clases Y : la biyección fB es pues un isomorfismo entre G¡Ga/G1r y 
Ga/G1 m Ga. Podemos enunciar: 


Teorema (segundo teorema de isomorfismo). — Si en un grupo G, un sub- 
grupo Gi es permutable con cada elemento de un subgrupo Ga, G,Ga es un subgru- 
po que contiene a Gi como subgrupo distinguido, Gin Ga es subgrupo distin- 
guido de Ga, y los dos grupos cocientes G1G2/G1 Y Ga[G1 M G2 son isomorfos. 


G1G2/G1 = Ge[(Gi N Ga). 
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Observación. — Las hipótesis del teorema se cumplen, en particular cuando G1 
es subgrupo distinguido de G, siendo Gz un subgrupo cualquiera. 


Aplicaciones. — 1.? Sea G un grupo de orden finito: O(G) = mp", donde 
p es primo y no divisor de m: si $ es un subgrupo de G de orden pr(p-sub- 
grupo de Sylow), todo elemento xz de G de orden p”(0<v<r)que sea per- 
mutable con S, pertenece a S. 

La hipótesis 28 = Sz implica, para todo entero a, 28 = Sx8; $ es pues 
permutable con cada elemento del grupo cíclico (x). Tenemos entonces, por el 
segundo teorema de isomorfismo 


S-(2)/S = (2)/8 n (2). 


El orden del grupo cociente (2)/S n (x) divide al orden py de (x) : es 
pues de la forma pA; además A= 0 implica S NM (1) = (7) es decir (x) < S 
ÓTES, y reciprocamente. 

Pero también tenemos , 


P= 015-215) = LE 


O(S -(2)) = pra. 


de donde 


Ahora, el orden de S-(x), subgrupo de G divide al orden mpr de G: 
esto exige 4 = 0, de donde 27€ S. 


2.2 Consideremos ahora, en un grupo (G cualquiera, de una parte un sub- 
grupo A y un subgrupo distinguido de A, A*; por otra parte un subgrupo B 
y un subgrupo distinguido de B, B”. Pongamos 


GC=ANnB, G"=(4'nB)(An B). 


Por el lema 1, A*N B y A NM B'son subgrupos distinguidos de An B=G' 
su producto G” es por ello subgrupo distinguido de G' (cap. 1Il, $ 1). 

A”, distinguido en A, es permutable con todo elemento de G', en particu= 
lar con todo elemento de G”; A'G” y A'G'son pues subgrupos de G y tenemos: 


AG" SAC 4C:GC=4'"G6G=A'G". 


Esta última igualdad, según el lema 3, implica que A'G” es subgrupo distin- 
guido de A'G”, puesto que G”, distinguido en G', y A'son permutables con tcdo 
elemento de G' lo que implica que A'G” lo es igualmente. Según el segundo 
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ur 


teorema de isomorfismo, A'G” n G' es subgrupo distinguido de G” y tenemos 

(1) A'G'JA'G" = A'G"-G']A'G" =G'A'G” n G”. 

Ahora, puesto que (G” es subgrupo de G” tenemos G'G” = G”, de donde 

4A4C6"nG=4'G"nGG2(4nG)G”, 
pero todo elemento x de A'G” n G'es de la forma 
x=g =ag donde aeA”gEeG”,g ec <G 
lo que implica a' € G', luego z€(4* n G')G” y tenemos la igualdad 
46" nG=(4nG)G”. 
Ahora bien, 
4nNGC=4NANB=4'NB 

y, puesto que G” =(4'” n B)(A n B') contiene a A'NB=A4'NG, 


(4 n 6) 6 =G”. 
Finalmente, (1) se escribe 


(2) A'G'|A'G” =G'|G”. 


Puesto que G' y G” son simétricos con respecto a los pares A, A'y B, B',te- 
nemos igualmente 


BG |B'G=G'/G”, 
de donde, por la transitividad del isomorfismo, 
AG |A'G” = B'G|B'C”. 
Reemplazando finalmente A'G” y A'G” por sus expresiones 


4GC=AANB)  A'GC"=4' (AN B)(A n B') 
=4'(An B), 


obtenemos el 
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Teorema de Zassenhaus. — Si A”, B"son subgrupos distinguidos de A y B 
respectivamente, A'(A NM B') es subgrupo distinguido de A(A N B), B(A' N B) 
es subgrupo distinguido de B'(A M B), y se tiene el isomorfismo 


ANB/(AN B)(A'N B)= AAN BJAA N B)=B"(ANB)/B'(A' N B). 


Observación. — Hemos establecido el segundo teorema de isomorfismo y el 
teorema de Zassenhaus para un grupo ordinario G. Si G es un 4Á-grupo esas 
propiedades permanecen válidas con los siguientes complementos. 

Si en el segundo teorema de isomorfismo los subgrupos permutables G1 
y G2 son 4A-subgrupos, lo mismo ocurre con su producto (y unión completa) 
G¡G», con su intersección GM G2 y con los grupos cocientes G1G2/G1 y 
Gs/G1 N Ga. 

Como dos clases pertenecientes respectivamente a estos grupos cocientes 
se corresponden si tienen en común un elemento de Ga, el isomorfismo es un 
A-isomorfismo. 

Se ve igualmente que el teorema de Zassenhaus vale para los 4-subgrupos. 
Los grupos cociente del enunciado son entonces 4-subgrupos y el isomorfismo 
entre ellos es un 4-isomorfismo. 


$ 3. Series normales. Series de composición. 
Teorema de Jordan-Hólder 


En el retículo de los subgrupos de G se llama serie normal a todo sub- 
conjunto finito totalmente ordenado, o cadena, que va de Ga E: 


G0=G626G1>62:>..DGr=(e)=E 


con esta condición suplementaria: todo G, es subgrupo distinguido de Gi 
(Gia > Gi), aunque en general no lo es, naturalmente de G. 

Todo grupo admite series normales, por ejemplo (G,Ej. Si H es sub- 
grupo distinguido de G(H 4 G,H + E), GH E es una sucesión normal 
que contiene a este subgrupo distinguido de G. 

Los grupos cocientes G/Ga, ..., Gi/Gtsa, «.., Gra Gr = Gra, Gr = [e] se 
llaman factores de la serie normal, el número k de factores se llama longitud de 
la serie (número de sus elementos menos uno), Una serie normal 


GH>3..>H=E 


se llama subdivisión de la primera si la primera es un subconjunto de ella (por 
lo tanto, si todos las Gy son Hy), en este caso k <l. 
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correspondientes sean grupos isomorfos 


289 
Dos series normales se llaman ¿somorfas si tienen la misma longitud y si 
sus grupos factores pueden asociarse biyectivamente de modo que los factores 


admiten subdivisiones isomorfas. 


Teorema de Schreier. — Dos series normales cualesquiera de un grupo G, 
Sean 


La demostración se basa en el teorema de Zassenhaus. 


G=G5>61>6:5..>6:1=E 
G=H>H>H5>..DH=E 


dos series normales del grupo G. 
Pongamos 


Guy = Gs (Gir M Hj) = Gi Y (Gir A Hp) 
en el retículo de los subgrupos, e igualmente 


Hy = Hy (Hjx N Gp. 


según el teorema Zassenhaus en que tomamos 


como Gyy Gi, MH), son dos subgrupos de Gy, y puesto que Gy es distinguida 
en Gi1, Gy es subgrupo de Gi; Gy es además subgrupo distinguido de Gyy1 


B'=Hs. 
Podemos entonces formar las series parciales 


Gia = Gio 2 G41 2... 2 6 
Hja = Ho, 2 H1,2 ...2 


Además, tenemos el isomorfismo 


Gi j=1/Gúy = Hi-1,3/Hi, 
porque el mismo, en efecto, puede escribirse: 


Gs (Gia M Hy1)/G+ (Gia M Hs) = Hy (Hija NM Gi1)/H, (Ha M G4) 
y este isomorfismo resulta del teorema de Zassenhaus. 
19 DUBREIL 
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Por lo tanto, si introducimos entre Gí, y Gs los 1 —4 subgrupos Gy, y asi 
sucesivamente, y lo mismo hacemos en la serie de las H,, obtendremos dos 
series de kl grupos, que pueden no ser cadenas, ya que dos grupos consecutivos 
pueden ser iguales, lo que da un grupo factor igual a E; como los factores que 
se corresponden son isomorfos hay un mismo número de coincidencias en las 
dos sucesiones y las dos series normales isomorfas requeridas se obtienen su- 
primiendo todo subgrupo igual a su precedente. 


Definición. — Se llama serie de composición de un grupo G (o serie de 
Jordan-Hólder) una serie normal finita maximal de G a E. Una serie tal 


G=6>G192..3>G61>6)5>..>561=E 


(Gi AGi_1), si existe, es pues una serie normal que no admite subdivisión. Para 
que sea así es necesario y suficiente que Gj sea subgrupo distinguido maximal 
de Gi (i = 1, ..., 1) o, lo que es lo mismo, aplicando el primer teorema de iso= 
morfismo al homomorfismo Gi — Gi_1/G+, que el grupo cociente G;_,/G, sea 
simple (es decir no tenga ningún subgrupo distinguido propio). 

La aplicación a las series de composición (eventuales) del teorema de 
Schreier da inmediatamente: 


Teorema de Jordan-Hólder. — Si un grupo G admite diversas series de 
composición, dos cualesquiera de ellas son isomorfas. 


Todo grupo finito tiene evidentemente series de composición. Se ve fácil- 
mente que, por el contrario, un grupo monógeno infinito no las tiene. 
Sea G un grupo que admite una serie de composición 


(2) G=65>61>..DG:=E 


Si una serie normal 


(2 G=H>H>..>H =E 


no es una serie de composición, admite, según el teorema de Schreier, una sub- 
división (2í) isomorfa a (2); esta subdivisión (%í) es pues una serie de com- 
posición. Asi, en un grupo que admite una serie de composición, para toda serie 
normal que no sea de composición existe una subdivisión que sí lo es. 

Se ve en particular, que por todo subgrupo distinguido S, pasa una serie 
de composición (subdivisión de la serie normal G > S > E). 

Sea ahora G un grupo con un dominio de operadores 4. Los resultados 
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precedentes se extienden inmediatamente a condición de imponer a una serie 


CG=G6IA DD MAD NO E, 


para que sea normal, que G¿sea subgrupo distinguido permitido de G;_,.Se ten- 
drá una serie de composición si Gy es subgrupo distinguido permitido maximal 
de Gi-—,,es decir, si el grupo cociente Gí-—1/Gy es simple en el sentido de los 
A-grupos, es decir, no tienen ningún A-subgrupo distinguido propio. 

Con estas definiciones la teoría se aplica inmediatamente, puesto que se 
basa en los teoremas de isomorfismo que hemos extendido a los A-grupos. 
Además, el isomorfismo de los factores, convenientemente asociados, en dos 
series isomorfas, es aquí un A-isomorfismo. 


$ 4. Producto directo de grupos 
Definición 1. — G es producto directo de sus subgrupos A y B si y sólo si: 


1) A y B son subgrupos distinguidos de G, 
1,2 G=AB, 
3ANB=E=[e); 


y en este caso se escribe G = A x B. 
Si G es abeliano (y con notación aditiva), G- es suma directa de sus sub- 
grupos Á y B si y sólo si: 


1) A y B son subgrupos de G, 
26=A+B, 
3)ANB=(0) 

y se escribe G=A0 B. 

Volviendo al caso no abeliano, la condición 2) expresa que todo elemento 
g de G se puede escribir g= ab, a € A, b € B. Esta representación es única, 
porque si se tuviese ab = ab”, resultaría ala = Y'b= y en virtud de 3) este 
elemento sería e; luego a' = a, b' = b. 

Finalmente, si G es producto directo de A y B, todo elemento a de A es 
permutable con todo elemento b de B. En efecto aba—1 € B> puesto que B es 
distinguido; ha1b—1 € A puesto que A es distinguido, luego (aba—1)b—1 € B, 
a(bab) € A y abab2 € AN B, luego abab = e, ab = ba. 

Estas propiedades pueden tomarse como una nueva definición de producto 
directo: 
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Detinición 2.—Se dice que G es producto directo de sus subgrupos A y 
B si y sólo si: 


| 1*) todo elemento g de G puede escribirse 
) g=ab aceA, beB 


$ 


2*) para cada g dado, a y b están determinados de manera única; 
| 3*) todo elemento de A es permutable con todo elemento de B. 


Veamos que esta definición implica efectivamente las propiedades que in- 
tervienen en la definición 1, 

Según 1*) todo conjugado A” = gAg1 de A es de la forma abAb—1a—1 
y se tiene, según 3*), 


adbAba = bañab 
ahora bien, puesto que 4 € A, tenemos aAa—1 = A, luego 
A'=bAb A = AMA = A; 


A es subgrupo distinguido de G y lo mismo B. La propiedad 2) ha resultado 
de la 1*). En fin, sea ce A M B; c admite las dos representaciones 


c=ce (cEA,CEB) y c=ec(e€ A,cEeB) 


lo que, según 2*) implica c =.e: la propiedad 3) también se cumple. 

A la descomposición en producto directo G= A x B está asociada, en 
virtud de 1*) y 2*) una partición de G en clases aB es G/B= A y lo mismo 
B= G]/A. Esto resulta también, al ser B distinguido, por el segundo teorema 
de isomorfismo 


ABJA= B(ANB)=B 
ya que ANB=E. 


Problema. — Dados dos grupos A y B ¿puede construirse un grupo G 
que sea producto directo de dos subgrupos A* y B*isomorfos a A y B res- 
pectivamente? 

Consideremos el grupo G producto de A y Bes decir, como se ha visto, 
el conjunto de pares (a, b)con a€ A, b€ B, al que se da la ley de composición 
interna (a, b) (a”, b”) = (aa, bb”), donde aa” es el producto en A y bb' el pro- 
ducto en B. Si ea, es indican los elementos neutros de A y B, el grupo G 


84 PRODUCTO DIRECTO DE GRUPOS 293 


admite A*=((a, es)) como subgrupo isomorío a A, y B* = [(ea, b))como sub- 
grupo isomorío a B; la intersección de A* y B* se reduce al elemento neutro 
de G, (ea, es). 

Todo elemento de A* es permutable con todo elemento de B*, y tenemos 
G = A*B* ya que todo elemento (a, b) de G se escribe 


(a, en) (ea, b) € AFB*. 
En consecuencia, G es producto directo de sus subgrupos A* y B*. 


Generalización. — Diremos que G es el producto directo de sus subgrupos 
Gili =1,..., n) y escribiremos G= Gr X GX... X Gnsi: 


40 Todo G; es subgrupo distinguido de G. . 
20 G1Gz ... Gn = G. 
30 (G1Ga ... Gia) N Gi= (e) 


Consecuencias de esta definición. — Si se pone Hi1 = G1G2 .«. Gia, Hia 
es subgrupo distinguido de G. 


Tomando en particular ¿ = n,vemos que 


1) Hna y Gn son subgrupos distinguidos de G. 
2) Hn1Gn = G. 
3) Hr N Gr =(e). 


luego G es producto directo de Ha, y Gn, todo elemento g de G se escribe 
de un modo único en la forma 


g=hg  hE€Hnx  gn€Gn 


y todo h € Hna es permutable con todo gn € Gn; Resulta, en particular que 
todo gn € Gn es permutable con todo elemento de G,, (i= 1, ..., n— 1). Por 
recurrencia se obtiene que todo elemento g de G es representable de una ma- 
nera, y sólo de una, como producto 


g = 8182 -». En, donde g1€ Gs 
y donde todo elemento de Gs es permutable con todo elemento de Gy (¿H j). Re- 


ciprocamente, estas propiedades implican 1), 2) y 3). 
La representación de G como producto directo no es en general única: en 
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particular, varios factores directos Gr, Ga, ..., Gx por ejemplo pueden reempla- 
zarse por su producto 


H=G1G2..Gr= Gr. Xx Ga XX... x Gp, 
En efecto: todo elemento g de G admite una, y sólo una, representación de la 
forma g=hgr+ ... 8n y todo elemento de H es permutable con todo elemento 
de uno de los grupos Gy+1, ..., Gn; Se tiene pues 
G=H X Gra X .. X Cno 
Reciprocamente, si en la descomposición directa 
. G=G1XxG2 XX Gn, 
un factor directo, Gy por ejemplo, admite una descomposición directa 
G= 51 Xx $2 X ... X Sp, 
G admite la descomposición directa 
G=81 Xx S2X .. X Sp Xx GX ... Xx Ga 
ya que todo elemento de un grupo S(< G;1) es permutable con todo elemento 


de un grupo Gy(2 < ¡ < n), todo elemento g de G_ admite sucesivamente las dos 
descomposiciones 


y esta última descomposición, como se ve inmediatamente, es única. 
De aqui resulta, puesto que el orden de los factores puede variar, que para 
todo indice i tenemos: 


3) Gr... Gia Gisr «e. Ga M Gr = (e) 


Reciprocamente, a causa de la inclusión 
Gr... Gia S Gr... Gia Girar... En 
3) implica 


Gr... Gia MN Gi= (e). 
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La condición 3') puede reemplazar a la 3). 
Es importante señalar también, que si un grupo G es producto directo 


G=G1XG2X.. Xx Cn 


y se da para cada indice i un subgrupo Hs de Gs, todo elemento de Hy (< Gi) 
es permutable con todo elemento de H, (< Gy;j% i). El producto Hi ... Hn es 
un subgrupo de G y el producto es directo, pues para cualquiera de sus ele- 
mentos x no cabe más que una representación 


z=lh.. hn (mEeHi<S Gu. 

Generalización a una familia infinita de subgrupos. — Se dirá que G es 
producto directo de sus subgrupos G, si y sólo 1." todo elemento g de G es 
de un modo, y sólo de uno, producto de un número finito de elementos tomados 
en las G,; 2. todo elemento de G,, es permutable con todo elemento de G,, 
(tu % 12). Entonces es fácil comprobar que cada G, sólo tiene el elemento e 
en común con los grupos engendrados con los restantes G,, y que cada uno 
de ellos es subgrupo distinguido en G. 


Definición. — Un grupo que no puede ser descompuesto en producto directo 
de subgrupos (propios) se llama indescomponible en producto directo. 


Ejemplos. — 1. Los grupos simples (es decir, los que no tienen subgrupos 
distinguidos propios) son indescomponibles en producto directo. 

2. Un grupo monógeno infinito G = (a) es indescomponible en producto 
directo, puesto que dos subgrupos G1, Ga de G son monógenos: sean am y an 
sus generadores; amm € Gi N Ga, luego GN Ga 4 fe). 


3. Consideremos el grupo aditivo de los racionales G y dos subgrupos cua- 
lesquiera G;, Ga de G. Sean 


as = mi[n € Gr, ag = ma/ns € Ga 
con m1, mg, M1, nz enteros. El elemento 


MiM2 = Mani * 41 = Min2 * la 


pertenece a la intersección Gi M Ga, luego GN Ga 4 [0), y G es indescom- 
ponible. 
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4. Sea G = (a) un grupo ciclico de orden p* (p primo). Todo subgrupo de 
G es cíclico y puede, como sabemos, ser engendrado por ar con r/p*; los 
subgrupos propios de G son pues los engendrados por a», ar*, ..., ap** y como 
resultan incluidos unos en otros, G es indescomponible, 


Ejemplos de descomposición en producto directo. — 1) El grupo aditivo de 
los complejos es suma directa del grupo aditivo de los reales con el de los ima- 
ginarios puros. 


2) El grupo multiplicativo de los reales (sin el cero) es producto directo 
del grupo multiplicativo de los reales positivos y del grupo cíclico de orden dos 
engendrado por (— 1): 


(—1,1). 


3) El grupo multiplicativo de los racionales positivos es el producto directo 
de los grupos monógenos engendrados por los números primos. 


4) En un grupo abeliano G sean a un elemento de orden r y 5 un elemento 
de orden s, con r y s primos entre sí. Entonces el producto ab es de orden rs. 
El orden del subgrupo (a) A (b), divisor de r y s, es 1, luego 


(a) A (b) = (e), 


y el producto (a) (b) es directo. Entonces la igualdad (ab)” = afbP =e sólo 
tiene lugar si a? = e, y hb? = e, es decir, si p es múltiplo de r y de s, luego de 
rs. Como (ab)rs = e, el orden de ab es precisamente rs. Como el grupo engen- 
drádo por ab está incluido en el producto directo (a) x (b) y tiene su mismo 
orden, rs, estos dos grupos son el mismo. Estas propiedades se pueden aplicar 
al cálculo del indicador de Euler (cap. 1!l, $ 3). 

5) Consideremos un grupo abeliano con torsión, es decir, en el que todo 
elemento es de orden finito. 

Sea p un número primo. Consideremos el conjunto de los elementos a de G 
cuyo orden es potencia de p, y supongamos este conjunto A no vacio. En no- 
tación aditiva, sean pta; = 0, pa, = 0, entonces pira; — ay) = 0, luego 
WEA y a, € Aimplican a; — a € A. Así A es un subgrupo, llamado p-pri- 
mario (se llama grupo p-primario a un grupo tál, que sus elementos tienen por 
orden la potencia de un número primo p). 

Sea B el conjunto de elementos hb de G cuyo orden n no es múltiplo de p 
sino, por consiguiente, primo “con p. Si b1, ba son dos elementos de B de orden 
n1 y nz, nib;= 0 y en consecuencia nino(b1 — ba) = 0; luego el orden de bi — ba 
divesor de nins, es primo con p, y b—b2€ B; B es, pues, un subgrupo de G. 

Tenemos evidentemente A M B = (0). Mostremos que A+ B=G, y en- 
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tonces G será suma directa de A y B. 

Sea ge G, y nel orden de g; Pongamos n = p* q con (p,g) = 1, luego 
(p,g) =1. Sig=1,g9€4;sia=0,g€B. 

Sean, pues, q 4 1, a 4 0.. Existen dos enteros, u, ,que satisfacen la re- 
lación de Bezout 4 = up* + vq; luego 


g = (up* + 09)g = u(p*g) + v(qg); 


pero p*g es de orden q primo con p, luego p*g€ B, b= u(p*g) € B, qg es de 
orden p”, luego 9g € Ay a= v9g € A; finalmente, g = a + b,C.q.d. 

Entre los números primos p para los cuales no es vacío el conjunto Ap de 
elementos de G cuyo orden es potencia de p, tomemos ahora los n más peque- 
ÑOS, P1, ..«, Pn, tendremos 


G=410 410 ..0 410 B 


donde. ponemos A; = A»,, y B es un subgrupo de (G cuyos elementos son de 
orden no divisible por ningún primo < pn. 

En particular, sí G es un grupo abeliano finito, es suma directa de un nú- 
mero finito de subgrupos p-primarios. 


6) Sea G un grupo cíclico aditivo (a) de orden 
N=Pi.pp=pin, ' (pr) =1. 


El elemento a' = na es un elemento de orden p3:, mientras que a” = pha 
es de orden n. Se tiene pues (a') N (a”) = 0, (a”) + (a”) = G, según el razona- 
miento anterior, luego Ges la suma directa de esos dos subgrupos. 

Descomponiendo (a”), se ve que: todo grupo cíclico G = (a) de orden 
N = p% ... p* es suma directa de subgrupos cíclicos p-primarios de órdenes 


Pr, 


2 
Pi, 0, PE 


engendrados respectivamente por 
A A A 


Sea P un subgrupo de G del que se tiene la representación en producto di- 
recto 


G=A1 Xx A2X.. X An 
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Consideremos los grupos P¿ = A, NM P; P; es subgrupo distinguido de P, por 
el lema 1 de $ 2 (en el que se toma H = G, S = A4, K = P). 
Se tiene: 


Pr... Pia S Ar... Ara; 


de donde 
P¿NPr... Pia S ALN Ar... Ara = (6) 


Los Py factorizan pues un producto directo que es subgrupo de P ; 
Prix Pax... X Pa <P. 


En general no vale la igualdad, como muestra el ejemplo siguiente: Sea G 
el grupo aditivo de los vectores libres del plano xoy, y tomemos como grupos 
A1, Az los subgrupos de vectores paralelos, respectivamente, a los ejes oz, oy, 
y como subgrupo P el de los vectores paralelos a una recta D distinta de los 
ejes. Tenemos 


P,= ANP =(0), Pa = A2 MN P = (0) P10 Pz =(0)C P. 


Si consideramos, por otra parte, para un elemento cualquiera de G, la re- 
presentación 


8 = 01403 ... Ai... Un, aE As, 


diremos que «as es la proyección de gen A, o su componente en Aj. Desig- 
nemos por A el conjunto de proyecciones en Ay de los diversos elementos p 
de P; entonces Af se llama proyección de Pen As. 

Todo elemento de P, =A¡M Ptiene por proyección en Ay (¡% i) el ele- 
mento neutro e, y es su propia proyección sobre Ay. 

Resulta pues, para la proyección 


P¿S A¡S As 


Pero además, A es un subgrupo de G; en efecto, si af, ay son las proyecciones 
en Ay de dos elementos p , pde P, p=41 ... M4... An, P” = 4; ... Ag... Op Ap, 
pertenece a P y como los elementos de A, son permutables con los de A, (A +4 pu) 
su proyección en Av es azia; luego ata € Aj. Siendo cada elemento de 
Az (< Ay) permutable con cada elemento de A; (< Aj), el producto Aj ... As 
es un subgrupo de G y es el producto directo de los Az» según una observa- 
ción anterior. 
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us 
ES 


Finalmente, hemos obtenido la doble inclusión 
PrxPex. XPaSPS AX AX... X Año 


Observación. — En el ejemplo dado antes se tiene A; = A1, 43 = Az, luego 
PC AO A =G, con la inclusión estricta. 


Si es P¿= Af para ¿=1,2,..., n, resulta la doble igualdad 
PX PiX. XP =P = APRALX.. Xx As 
Reciprocamente, cada una de esas dos igualdades implica 


+3 2), 


y, en consecuencia, cada una implica la otra. 

Primeramente, si tenemos P= PiX ... X Pn,la proyección Af de P en 
Ay es Py, 

Ahora, si P= Aj X ... X Añ, Ai es subgrupo de P, luego tenemos 
A¡< A¿NP = P;, de donde la igualdad. 


Observación. — Las n— 1 primeras condiciones Af = Pis (i = 1, ..., n—1) 
implican la última. Sea a; € Any p =4i ... aha; un elemento de P que tiene 
a, como componente en An. Tenemos 


GA. AA EALX co X Ar = Pr XX co Xx Pr CP 


de donde a; =qpeP y, por consiguiente, a, € PM An = Pa; resulta 
A; < Pa, y de aquí la igualdad. 


Ejemplos. —Sea G= Ar x 42 X ... x An(producto directo). Designemos 
por Z el centro de G, por Z¿el de A, y pongamos Pi = Z NM Az; llamemos Aja 
la proyección de Z en Ar: P¿C Af. 

Sea aí € Az; existe un elemento z de Z del que af es la componente en 
Ár:2= 4... ai... a, ;z es permutable con un elemento cualquiera a, de As, 
lo que exige ara; = aja; de donde a EZ ¿y Af < Z; 

Por otra parte, un elemento c; de Zi, permutable con todo elemento aj de 
As y con todo elemento aj de Aj (¡+ 1), es permutable con todo elemento 
% = 41 ... An de G; luego Z¿ < Zlo que implica Z¿ < ZM A¡= P, 

Finalmente tenemos las inclusiones P¿ < A < Zí < Py, de donde la igual- 
dad y, en consecuencia, 

Z=ZiXxZ3X.. X Zn 


300 COMPLEMENTOS DE LA TEORÍA DE GRUPOS CAPÍTULO VII 


Enunciemos: 


Teorema 1. — El centro de un grupo G que es producto directo de sus sub- 
grupos Ay es el producto directo de los centros de estos subgrupos. 


Teorema 2. —Si un grupo G es un producto directo 
G=AjX ArX ... X An 


su grupo conmutador Ces el producto directo de los grupos conmutadores Ci 
de los As. 

La proyección de un producto xy en A+ es el producto de las proyecciones, 
la proyección de un conmutador xya—ly1 es el conmutador xywz y? de las 
proyecciones. Tenemos pues, si Af designa la proyección de C en Ay, 
Aj¡<sCi<s Pi=CN As y por consiguiente 


A¡=Ci=Pi; 
el teorema queda establecido. 


Señalemos para terminar las importantes ligaduras que hay entre las des- 
composiciones normales y las series directas o las series de composición. 

Sea G= Ar Xx Az X% ... < An un producto directo. Pongamos 

CGi= As XX... X An 

(evidentemente producto directo) y formemos la serie 

(2) G=G6I6)D. DD GD CDi D Gp: E 
G, es subgrupo distinguido de G; a fortiori lo es de G¡_,;2 es pues una serie 
normal de G. 

Además, tenemos 

Gia/Gi = Aix Gi | Gi As; 

luego, a la descomposición directa considerada corresponde una serie normal 
(2) cuyos factores son isomorfos a los componentes directos As. 


En ciertos casos se puede pasar de esta serie normal (2) a una serie de 
composición. Asi ocurre cuando cada Ay admite una serie de composición 


(S;) Ar = Bio D Bu >... D Bin, = (e) 
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Consideremos en efecto el homomorfismo canónico aplicando 
Gia = Av Xx Gi 


sobre Ay, con G, como núcleo; según el primer teorema de isomorfismo a la serie 
(Ss) corresponde una parte de serie 


(Si) Gir = Quo D Qi D ... D Que, = Gi 


en la cual Q4, es subgrupo distinguido maximal de Q«¿— puesto que Bi es 
subgrupo distinguido maximal de By,¿—1 y que tenemos el isomorfismo 


Qui1/Q1.1 = Bis /Bi, y. 


Poniendo una tras otra las series Sí, obtenemos para G una serie de composi- 
ción $, que pasa por Gr, Ga, ..., Gn—1 (o subdivisión de Z ) y de longitud 


l=h+kl+.+in 
Si, en particular, las As son grupos simples, las sucesiones Si se reducen a 
Á1 > (e) (u=1) 


y la serie de composición es la propia 2: todo producto directo de n grupos 
simples A,, Aj, ..., An admite una serie de composición de longitud n cuyos 
factores son isomorfos a los A;. 

Un grupo G que es producto directo de n grupos simples se llama comple- 
tamente reducible o semisimple. Según el teorema de Jordan-Hólder, cuando un 
grupo G es semisimple, el número n de las componentes directas simples de que 
es producto, longitud de una serie de composición de G, está determinado de 
modo único; las componentes directas simples quedan determinadas salvo el 
orden y salvo isomorfismos. 


Teorema 3. — Dado un grupo semisimple 
G=A1X Á2X .. X An 


(donde las As son simples) y un subgrupo distinguido S de G, S es componente 
directa en una descomposición de G en la que los otros factores son ciertos As 
convenientemente elegidos. 

El grupo G admite una serie de composición de longitud n; se puede pues 
encontrar una serie de composición que pase por S ($ 3); la parte de esta serie 
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que va de $ a E = (e) es una serie de composición de S, de longitud /: 
S=8>8)>..>5= E. 
Podemos escribir (con productos ordinarios) 


G=SG= SA... An. 


Pongamos 


SA = HiA1 


Hina = HrAr 
Cada uno de los grupos Hx es distinguido en G. La intersección He M Ax, 


subgrupo distinguido de Ax que es simple, es igual a Ax oa E. 
En el primer caso se tiene 


Ar = HN Ar S Hy 


Y por consiguiente Hei = HiAx = Hr: convendremos en suprimir Az en el 
producto SA; ... An = G. 

En el segundo caso, Hi M Ax = E, el producto He = HrAx es directo: 
Hr = Hx X Ax; entonces conservaremos Ar. 

Operando así sucesivamente obtenemos G en forma de producto directo, 
con $ como primer factor: 


G=8SX Ary X ... X As. 
A esta descomposición directa está asociada la serie de composición 
G=SX Ar X...X ADS X Ap XX... XA 3D..D82815..38=E 
de longitud r+1/=n; tenemos, pues, r=n—1l, 
Corolario. — Todo subgrupo distinguido S de un grupo semisimple G es 
asimismo semisimple. 
Tenemos en efecto designando por Aj, .... Az, los factores directos A, dis- 


tintos de Ay, ..., As, : 


SECTAS rio AA e Aa 


o 
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el último grupo es semisimple, y es claro que un grupo isomorfo a uno semi- 
simple también lo es. 

Todo lo que precede se extiende inmediatamente al caso de los 4A-grupos. 
Cuando se trata de un grupo G con un dominio de operadores 4, interesan ge- 
neralmente las descomposiciones de G en producto directo de 4-subgrupos dis- 
tinguidos. Un producto de 4-subgrupos distinguidos es él mismo un 4-subgrupo 
(distinguido), por lo que las propiedades que acabamos de ver se aplican. 

En esta extensión de la teoría, se dará al término de grupo simple el mismo 
sentido que al final del párrafo precedente: grupo que no admite 4-subgrupo 
distinguido propio. Un grupo semisimple será un producto directo de tales grupos 
simples: las propiedades de estos grupos que conciernen a las series de compo-= 
sición (formadas de 4A-subgrupos) permanecen válidas; en el cap. IX haremos 
la aplicación a los espacios vectoriales *. 


$ 5. Rango de un grupo abeliano G 


Definición 1.— Un conjunto (Ya, ..., 0 | de elementos de G es un sistema 
ligado o sistema de elementos linealmente dependientes si existen enteros 
(2 0) az, ..., ax no todos nulos tales que 


avr +... + ax0x = 0. 


Un sistema en el que no sucede así se llama libre o linealmente indepen- 
diente, y en este caso la igualdad 


ar ... + ago = 0 implica a =0(i=1, ..., A). 


Un elemento u de G depende linealmente de fo, ..., %x ) si existen enteros 
a70, Br, ..., Br tales que au = Biv1 +... + Brox. Se escribe también en este 
caso au € (01, ..., Ur). 

Si a es de orden finito r,ra = 0, por lo quefajes un sistema linealmente 
dependiente, así como cualquier sistema que le contenga. Es inmediato que todo 
subconjunto de un sistema linealmente independiente es el mismo linealmente 
independiente. Más generalmente, un subconjunto infinito se dice linealmente 
independiente cuando no contiene a ningún conjunto finito linealmente depen- 
diente. 


Definición 2.— Dos subconjuntos finitos (1, ..., Ux j, (01, «.., 01 j, se 
dicen equivalentes y se escribe [ Ur, ..., Ux | — [ 01, ..., 01) , si todo ns es lineal- 


1 El lector que lo crea conveniente puede pasar desde ahora al estudio de esas cuestiones, 
que no necesitan el conocimiento de los $ 5, 6 de este capítulo 
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mente dependiente de (01, ..., 01) y si recíprocamente toda pj es linealmente 
dependiente de (ua, ..., Ux y. 


Esta propiedad es efectivamente transitiva porque 


au E (0, ..., 01), a 0, Y Bros E (wa, ..., wa), Py 7 0 
implican af... Bius € (Wa, ... wx) y si Lu] y (Lo) son dos sistemas equiva- 
lentes, todo elemento de G linealmente dependiente del primer sistema lo es del 
segundo y reciprocamente. 

Teorema del cambio (de Steinitz). — Dado en G el sistema [ ur, ..., Ur ) li- 
nealmente independiente, en el que todo u; es linealmente dependiente de 
[ 01, -, 01] se tiene: k <l; y se pueden suprimir en el sistema [ 01, ..., 01 y k 
elementos, por ejemplo, v1, ..., vx y reemplazarlos por ua, ..., ux de tal modo que 
LUa, «uy Uky Orts +=» 01) sea equivalente al sistema f 41, ..., 91). 

Evidentemente basta con mostrar que los elementos q, ..., 4, son lineal- 
mente dependientes de uy, ..., Ux, Or+1; ««., Ple 

Demostración por recurrencia. —1.2 El teorema es cierto para k= 1: Su- 
pongamos u1 linealmente independiente y dependiente del sistema [ 01, ..., 01); 


nu = Zpiv1, ni 4 0, Entonces, existe al menos un p, % 0, al que llamamos pr 
por ejemplo, y se tiene: 


PA == — mu — », Pis 
i741 


2.) Supongamos ahora el teorema cierto hasta k— 1. Entonces, 
LUa, ..., Ur ] S [01 «.., Uria, 0] 
es linealmente independiente, y sus elementos son linealmente dependientes de 
01, «.., Y1, luego (con notaciones convenientes) 
[Ua, ..., Una 3 Oy 00. 01) LL) 0... Oe z Oy 2, 01) 
ux, que es dependiente de [ 01, ..., 01 ), es, pues, dependiente de 
L Ur, ces Uta) Oki 0«0, 91), 
luego existen enteros a 4% 0 y fa, ..., Br no todos nulos tales que 


au = Bra +... + Brea + Brór +... + Bio 
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Se tiene 1 > k pues las us son linealmente independientes, y por la misma 
razón, al menos un B,(k <j <l) es 40, seaj = k; tenemos: 

(— Bujox = Brita +... + Brita + (— ajuar — Breroras + «+ Bros, 
luego 


L Ur, ..., Uria) Ur, Orly 0.0, 01) e (Ur, .... Uria) Cho Odo 001 90) 


y se tiene en efecto 


L Ur, a.0y Ur Gredos ceo O] LOL eos Pes 022, 01 e 


Consecuencias. — 1) Dos sistemas finitos linealmente independientes, equi- 
valentes, de elementos de un grupo abeliano G, tienen el mismo número de ele- 
mentos, En efecto el resultado se aplica en los dos sentidos; se tiene 


k<l y 1<k de donde k=1. 


De donde: dos sistemas de generadores linealmente independientes tienen 
el mismo número de elementos. 

En un grupo con torsión, no tiene sistemas tales. Si el grupo no es un gru- 
po con torsión, hay en él elementos linealmente independientes; los sistemas de 
elementos linealmente independientes, ordenados por inclusión, constituyen un 
subconjunto inductivo de G: Una cadena de sistemas S, linealmente indepen- 
dientes admite un mayorante mínimo: U S, = S*. En efecto, S* es un sistema 
linealmente independiente, pues si existen enteros 21, ..., np y elementos ur, ..., Up 
de S* tales que 


n1U1 + Malla ... + Mp = 0 


cada us está contenido en una S,, (i= 1, ... P), y el mayor de los S,, contiene 
a ur, ..., Up : Como es linealmente independiente, tenemos 


De aquí, según el axioma de Zorn: 

Si existen conjuntos linealmente independientes, cada uno está contenido 
en un conjunto linealmente independiente maximal. 

Dos sistemas maximales son evidentemente equivalentes, luego: 

En un grupo G dos sistemas linealmente independientes maximales supues- 
tos finitos tienen el mismo número de elementos: este número se llama rango 
del grupo abeliano G. 


24 DUBREIL 
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Se puede decir que los grupos abelianos con torsión tienen el rango 0. 

Como un sistema de generadores linealmente independientes es un sistema 
linealmente independiente maximal, el número de estos generadores es el rango 
del grupo. 


Pero contrariamente a lo que sucede, como veremos, para los espacios 
vectoriales, un sistema linealmente independiente maximal no es en general un 
sistema de generadores del grupo. Tomemos por ejemplo como G el grupo 
monógeno infinito engendrado por a, G = (a) ;todo elemento constituye un sis- 
tema linealmente independiente maximal, pero sólo los pares de elementos 
a y —a son sendos sistemas de generadores. 


Observaciones. — 1. Sea G un grupo de rango finito y A un subgrupo de G; 
como todo sistema linealmente independiente en A lo es en G, todo sistema 
maximal en A está contenido en un sistema maximal de G, luego es de rango 
finito. Luego, todo subgrupo A de un grupo G de rango finito es de rango finito. 


2. Consideremos el grupo cociente G/A: si se toma en un conjunto de 
clases linealmente independientes de G/A, ( Bi, ..., Bx ), representantes cuales- 
quiera bi, ..., Dx, se obtiene un sistema de elementos de G linealmente indepen- 
dientes; pues si fuese 


nibr + nba +... + nibx = 0 


con algún ni no nulo, se tendría m1B, 1 noBo — ... + niBx=0, y las Bi no 
serían linealmente independientes, 

Luego, si el grupo G es de rango finito, todo sistema de elementos lineal- 
mente independientes maximal de G/A tiene un número finito de elementos, y 
G/A es de rango finito. 


3. Sean 41, ..., dn elementos del subgrupo Á de G que constituyen un sistema 
linealmente independiente maximal en A; Bj, ..., By un sistema linealmente in- 
dependiente maximal en G/A.Sea b; un representante de Bi 


B=bh+A 


Decimos que (41, ... Gr, br, ..., bx ] es un sistema linealmente independiente 
maximal de G. 
Ante todo si se tuviese 


> na; 2 mibi =0 
1 
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con los enteros ny ms no todos nulos, se tendría en el grupo cociente G/A: 
E 


> ms Bi =0, lo que implica mÍ=0 (i=1, ..., k). 


i=1 


h 


Entonces queda > na, = 0 que, puesto que (a;) es un sistema linealmente 
j=1 
independiente, implica n¿=0, (¡=1,..., ht), y el sistema es linealmente independiente. 
Si 41, ..., Ga, br, ..., dx, no tuese maximal, existiría c € G, linealmente inde- 
pendiente de ese sistema. La clase C =c + Ade ese elemento sería linealmente 
independiente de Bi, ..., Bx (pues si no, e seria dependiente de (41, ..., 4, 
br, «o, Dx), pero es imposible que [ Ba, ..., Br, C ) sea un sistema linealmente 
independiente de G/A, puesto que Bj, ..., B es maximal. 
Se tiene pues: 


rango de A -+ rango de G|A =rango de G.. 
4. Se ha visto que si G es la suma directa de dos subgrupos A y B 
G=A0B 
B es isomorío a G/A. Como dos grupos isomorfos tienen evidentemente el 
mismo rango, porque la independencia y carácter maximal de los sistemas inde- 
pendientes se conservan en el isomorfismo, se tiene 
rango de G = rango de A + rango de B 
y, reiterando: 

Teorema 1.— Si un grupo abeliano G de rango finito es la suma directa de 
un número finito de sus subgrupos S, ... Sp, el rango de G es la suma de los 
rangos de los sumandos 

Por otra parte, sea todavía 

G=A0B, B=GIA. PROPIEDADES 

Supongamos ahora A y B de rangos finitos y sean (41, ..., ax ) y (dr, ..., D1) 
sistemas maximales de A y de B respectivamente. Este f br, ..., bi ) es por con- 
siguiente un representante de un sistema linealmente independiente [ Ba, ..., Bi) 


de G/A. Se ha visto que (41, ..., €x, Dr, ..., bj es un sistema linealmente inde- 
pendiente maximal de G: luego G es de rango finito. Reiterando se obtiene: 
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Teorema 2.—La suma directa de un número finito de grupos de rango 
finito es también de rango finito, y su rango es la suma de los rangos de los 
sumandos. 


5. Consideremos en particular en el grupo G el subgrupo 7, conjunto de 
elementos de orden finito: T es el máximo subgrupo con torsión. Tenemos: 

rango de T =0, luego rango G = rango 1 (con 1 = G/T), luego: 

el rango de un grupo abeliano mixto es igual al rango del grupo factor con 
respecto a su subgrupo con torsión máximo. 


$ 6. Grupos abelianos de tipo finito 


Un grupo abeliano de tipo finito es isomorfo a un grupo cociente de un 
grupo abeliano libre con un número finito de generadores por uno de sus sub- 
grupos (cap. ll, $ 7, teor. 1). 

Señalemos primeramente que los generadores de un grupo abeliano libre 
constituyen un sistema de elementos linealmente independientes maximal. Luego: 


Teorema 1. — El número de generadores de un grupo abeliano libre de tipo 
finito G es el rango de G. 


Además, en virtud de las propiedades vistas precedentemente, un grupo 
abeliano libre es la suma directa de los grupos monógenos engendrados por sus 
generadores. 

Se dice también que los generadores constituyen una base del grupo abe- 
liano. 

Vamos a establecer la siguiente propiedad fundamental: 


Teorema 2. — Todo subgrupo V de un grupo abeliano libre Un de rango n 
es él mismo un grupo abeliano libre y su rango kes menor o igual a n, Además, 
se pueden escoger en Un una base Zi, ..., Zn, y en V una base 01, ..., 9% tales 
que Y = exi, ¿= 1,2, k, siendo los €1, ..., ex enteros positivos tales que es 
divida a e para ¿=4,2,...,k—1. 


Demostración por recurrencia, 

Para n = 1,el enunciado se reduce a un teorema conocido: todo subgrupo 
V de un grupo monógeno U, = (a),es monógeno y engendrado por na (ar en 
notación multiplicativa). 

Supongamos el teorema cierto para todo grupo de rango hasta n— 4, 

Sea V< Un, V 4 (0) y (Ua, ..., Un ) una base de Un. Todo elemento de 
V es de la forma o = Enyus,, con los ns enteros. 
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Sea m el mínimo entero positivo que interviene como coeficiente en las 
expresiones Enga; pertenecientes a V (como al mismo tiempo que la dicha per- 
tenece a V la — Znius, se pueden considerar sólo los n; positivos). 

Si se cambia de base para Unel mínimo entero m asociado a la nueva base 
no es necesariamente el mismo. 

Elijamos una base para la que este entero sea lo menor posible; le designa- 
remos por e, y por u, el elemento de la base del que es coeficiente en alguna 
de las expresiones en que interviene; sea o, el elemento de V constituido por esa 
expresi 


41 = Ely + Qslla + ... + Anlln 


Dividiendo as por ex, con cociente q; 2 0, 


a=eq+ry  0<ri<e, 


V1 se escribe 
01 = EU + quue +... + QnUn) + Tale + ... Palin 


Tomemos como nueva base: 


U1 = Ur + quiz + ... + QnUn, 


Se tiene 
Y1 = €xllz + Palla + «a. + Palin. 


Pero e, es el menor entero positivo que interviene como coeficiente en un 
elemento de V cualquiera que sea la base elegida; se tiene pues 


o, 


Ta=... = Tn 


de donde 


Y1 = € li 


Consideremos entonces el subgrupo V; en él, e, € Y engendra el subgrupo 
monógeno (41) de V. Llamemos V'al subconjunto de elementos de V cuya re- 
presentación en la base Za, ..., Un, tiene O como coeficiente de Y : 


v 


v;oEvV, e 2 sm), 


V' =V N (2, ..., Un)es un subgrupo y se tiene (41) MN Y! = [03.SiV =(0), 
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V = (41), y el teorema está demostrado. Mostremos que si Y" 40, V es la suma 
directa (4) O V”, 


Es suficiente demostrar que V es la suma ordinaria (41) + V” y para ello 
que se tiene V < (01) + V”. Sea 


Y = aríir + asls +... + anlln EV, donde | a| > es (si as 40). 
Si ar = 0, se tiene v € V' < (v1) + V”. Sea pues ar 4 0. Se tiene 
a =q +71 (0 <r<e) y como e qu € (a) < Y, 
Y — exgls = Tila + Qgla +... + Anlln E V. 
Ahora bien, r, no puede ser un entero positivo < e, ; luego ri = 0, y 
agllz + ... + Ana = 0 E V” 
de donde 
v=089 1 +v 


lo que demuestra que en efecto V < (41) + V* y, por consiguiente V = (41) O V”. 
Pero V' es un subgrupo del grupo libre de rango n— 1. 
Uni = (U2ju.e, Un). 


Por la hipótesis de recurrencia podremos elegir la base Za, ..., ún, de 
Un—1 de modo que V'tenga por base 02, ..., 0x, CON v(= es, € > 0 y es divi- 
sor de €s+1- 

Se tienen asi para_U la base (41, 
con v1= ex Ñ1, Ce 


, Un) y para V la base (v1, Va ... 0x), 
= 622, ..., Uk = €xUk 


€¡ divisor de e (2<i<k—1). 


Se tiene, pues, k <n, y queda por demostrar que e, divide a es. Sea 


e =qe+r,0<r< er 
El elemento va = esnz de V se escribe va = qrera + Falla y 
V2— 01 = € (— Ma + quis) + rez. 


En la base 1 = — Ur + quis, a, ..., Un, el elemento v = vs — de V 
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admite la representación y = ei + rea, con 0 < ra < er, lo que exige ra = 0, 
y tenemos ez = Q1€1. 

Puesto que e, divide a ez la base de U formada por los elementos x1 = Ya, 
La = Ta, 20. Lp == Tn y la base 0, ..., 0 de V tienen finalmente las condiciones 
enunciadas. 


Teorema de estructura fundamental. — Todo grupo abeliano de tipo finito 
G, escrito en forma aditiva, es suma directa de un número finito de grupos mo- 
nógenos. 

Sea n el número de elementos de un sistema de generadores de G. Utiliza- 
remos la propiedad de que G es isomorfo al grupo factor de un grupo abeliano 
libre U, con relación a uno de sus subgrupos V, G= Un/V. Escojamos en Un 
y V bases (1, ..., Un) y (01, ..., 0x) tales que 


01 = emi, € > 0, para ¡=1,2,...,k, (k <n) 
con es divisor de em para ¿=1,2,.., k—1; 
lo que es posible por el anterior teorema. 


En estas condiciones y = ax + ... + Ann € Un es un elemento de V si 
y sólo si: 


as es divisible por e: para ¿=1,..., k 
ay=0 para ¡=k +4, cu. No 


La condición es evidentemente suficiente, pues si se cumple tenemos, poniendo 


a = queuli=1, 


k), U=Q4M +. + quer EV 


y reciprocamente, si u € V, se tiene 


B k 
u= Y nv = Y MEN 
i=1 i=1 


lo que implica la propiedad para las as porque la representación de un elemento 
u es única. 

Puesto esto, es suficiente establecer el teoremá para el grupo U,/V isomor- 
fo a G, Estudiemos el grupo factor Un/V = f..., u + V, ... ). Consideremos las 
clases Us = ty + V; se tiene, para ¡ <k 


elli= eu + V =0%w +. Y =V =0 (€ Ux[V). 
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Si es e =1 para ¿=1,2,..,r—1, se tiene wE€V y Vi =0 para 
i=1,2,...,r —1 (y reciprocamente Ys = 0 implica e =1). Si e > 1 para 
(L<)r< i<k(< n), las clases correspondientes Ys de Un/V son tales que 
e(Ui = 0; son, pues, de orden finito, divisor de er y, en realidad igual a es, 
puesto que Aus€EV solamente si A es múltiplo de er. Finalmente, para i > k, se 
tiene pi E V, pi € Z, y las clases correspondientes Di engendran grupos mo- 
nógenos infinitos. 

Puesto que todo u € U, se escribe u = ajlz $... + Ann, de un modo y 
sólo de uno, en Un/V toda clase Y =u + V_ se escribe 


U=arUr+... + 0xU0% +. + anUn 


donde las Ue engendran grupos monógenos, finitos para ¿=r,..., k, infinitos 
para ¿=k-+1,...,n. 

El grupo U,/V es pues la suma de estos grupos monógenos y es en efec- 
to una suma directa, puesto que de haber una segunda representación 


T = BrUr +... + BnUn 
resulta, al designar u = ar +... + nin Un representante de U, 
u = Brur +... + BnUn +0, con Y = MEL +... + NiExUx, 


de donde, puesto que la representación 4 = ari +... + AnUn es única, 


a=fi+ meparai=4,....k con Bi=0parai=4,....r—4; 
a=B para i=k+1,..,n 
lo que implica 
ali = BTs para i 


Finalmente, la propiedad queda demostrada para G, que es isomorfo a 
Un/V. 

Se ha visto que un grupo monógeno infinito es indescomponible; y que un 
grupo monógeno finito (esto es, cíclico) de orden N = pf” ... pj" es suma di- 
recta de grupos cíclicos indescomponibles de orden pt. Luego: 

Todo grupo abeliano de tipo finito G es suma directa de un número finito 
de grupos monógenos indescomponiblés: unos infinitos, otros finitos y prima- 
rios. Los generadores de cada uno de estos grupos monógenos constituyen lo 
que se llama una base de G. 

Los generadores de grupos monógenos infinitos constituyen un sistema de 
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mentos linealmente independiente maximal; su número es, pues, lo que hemos 
llamado rango de G. 

Se ha visto que el rango de G es un número asignado de una manera intrin- 
seca a G. Luego, cualesquiera sean el grupo libre U, que se considere asociado 
a G y a un sistema de generadores de G, y la base elegida en Un satisfaciendo 
a las condiciones del teorema de subgrupo de un grupo libre, se encontrará para 
G una representación en suma directa de grupos monógenos indescomponibles 
que contiene siempre el mismo número de grupos monógenos infinitos. 

Vamos a demostrar que el conjunto de los órdenes de los sumandos cíclicos 
primarios es también independiente de la descomposición. 

Puesto que todo grupo abeliano G de tipo finito es la suma directa de un 
número finito de grupos monógenos de orden pit y de un número finito de 
grupos monógenos infinitos, se tiene, considerando la suma directa de los pri- 
meros y la suma directa de los últimos, una descomposición intrínseca de todo 
grupo abeliano de tipo finito en suma directa de un subgrupo con torsión má- 
ximo T, y de una parte sin torsión L. Componiendo los grupos monógenos de 
orden pi relativos a un mismo p:, se tiene un grupo pp-primario Ap,, y de este 
modo se tiene la representación de T en suma directa de grupos py-primarios 
que tienen una significación intrínseca ($ 4, ejemplo 5). Por consiguiente, nos 
bastará demostrar la proposición sólo para un grupo p-primario finito, 


Sea pues G un grupo p-primario finito y H un subgrupo de G. Mostremos 
primero que el número de subgrupos cíclicos p-primarios de /f, s,en una des- 
composición cualquiera es inferior al número £ de componentes de G en la re- 
presentación considerada, y que, si para G los órdenes de estos componentes 
son: 


AO a4>a>..>u, 


y para H: 


PÍt, ..., plo, con B> P2>..> Po 


entonces, se tiene 
aa By ¡Ll :<tk 


Tomando H = G y aplicando esta propiedad para las dos descomposicio- 
nes así obtenidas de G, se tendrá, como enunciamos, 


s <tyti<s de donde t=s 


as < Bi, Bi < as; de donde as = Bi, ¿=1,..., s. 
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Sea pues 


G=(%)0 .. O (4) Aa, de orden p“(a1 > as >. 
HeG H.= (Bj) 0e..0 (By) Day de orden pé(Pr > B2> .. 


a 


Calculemos el número de elementos de G de orden p. 

En (a,,) se tiene el elemento p*" a,, = as que engendra un subgrupo cí- 
clico de orden p, en que todos los elementos no nulos son de orden p, puesto 
que pes primo, y el subgrupo suma directa 


(a) O .. O (4), 


está constituido del O y de elementos de orden p. Este subgrupo agota el con- 
junto de los elementos de orden p,puesto que un elemento g= 8 +gw+..-+ 
de G con gs € (44), tiene por orden el mínimo común múltiplo de los órdenes 
de ga, ..., ge, y este orden no puede ser pa menos que cada elemento g; sea 
nulo o de orden p. Ahora bien, (ay) es el conjunto de los elementos de (a,,) de 
orden p. 


El número de estos elementos es pues el orden de (a1) O ... O (4) es de- 
cir, Pp”, con un significado intrínseco, independiente de la descomposición, luego 
s es un invariante del grupo. En todo subgrupo H el número de elementos de 
orden p no puede pues superar a p*; como este número es p!,se tiene efecti- 
vamente + <s. 

Falta demostrar que Bi < ay, para ¿=14,2,...s. 

Supongamos lo contrario, esto es, que exista un entero ¡ tal que 


Bi<a; para i<j—1 G>1) 
Bi> as 


Consideremos el conjunto D de los elementos de G de la forma px, 
donde z € G.Puesto que p%x— pa! = pr(x — 2”), con 2” € G, es un elemen- 
to de D, Des un subgrupo de G. 

Todo elemento de D en la representación de G considerada es de la forma 
Prcr + ... + pci, con cr € (%a,). La proyección de D en (a,,) es pues (p%aa,) 
y este grupo cíclico es también D N (a,,). Luego (8 4): 


D = (p*da,) O (p*t.) O ... O (p*4a,). 
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Pero p*a,, =0 para k > j. Luego: 
D = (p*aa,) O ... O (p*4a,_,), donde jr > 0, Ur = ay 


y este subgrupo D de G es suma directa de a lo más ¡— 41 grupos cíclicos 
p-primarios. 

Pero los elementos de H de la forma p%ax,x € H, forman un subgrupo K 
de A que es también la suma directa 


K = (pbp) O (Pb) O ... O (piba) 


donde k es el último índice para el cual B, > as; se tiene por hipótesis h > h- 

Luego, en la descomposición de K en suma directa de subgrupos cíclicos 
p-primarios hay al menos j componentes, mientras que habíamos encontrado a 
lo más ¿ —4 para D. Como K es subgrupo de D esto es imposible, según la 
primera parte de la demostración, y la proposición queda demostrada. 

El rango del grupo abeliano de tipo finito y los enteros as, ..., as de los 
diferentes sumandos cíclicos p-primarios, constituyen el sistema completo de 
invariantes del grupo. 


CAPITULO IX 


ESPACIOS VECTORIALES 


$ 1. Espacios vectoriales como grupos con operadores * 


Dado un cuerpo 4, que aquí supondremos conmutativo, un espacio vec- 
torial sobre A se ha definido (cap. VIII, $ 1) como un grupo abeliano E, adi- 
tivo, admitiendo a A como dominio de operadores, lo que implica 


(1) ar+y)=ar+ay VayeE y Vaecd, 


y cumpliendo las condiciones suplementarias 


(2) (a+ Pe=axr4+ Br  VxeE y Va,Be€d, 
(3) a(Br)=(aB)r WxeE y Va,Bed, 
(4) 2% VzxiecE 


en donde e designa el elemento-unidad de 4. A los elementos de E se les 
llama vectores. Las condiciones precedentes implican 


0x=0(0€4,0€ E) y az £0 cuando a +0 (€ 4) y 240 (e E). 


Hemos visto también, que todo subgrupo lícito A de E es de hecho: un 
espacio vectorial sobre 4 y, por esta razón, los A-subgrupos de E han sido 
llamados subespacios de E. Los subespacios de E forman una familia de Moore, 
y por ende un retículo completo, donde la intersección conjuntista es el ínfimo 
y la suma es el supremo; este retículo no es distributivo, pero sí es modular 
(cap. VIIL, $ 1). 

A la familia de Moore $ de los subespacios corresponde una clausura de 
Moore que asocia a todo subconjunto M de E el mínimo subespacio M que 


1 El estudio de los espacios vectoriales de base finita es independiente del axioma de Zorn, 
como se expone en la última parte de este 5 1. y recomendamos empezar ahí (pág. 321) el estu- 
dio.del capítulo, al lector que no esté especialmente interesado en lo anterior. (N. del T.) 
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contenga a M, al que se llama subespacio engendrado por M. En general, M 
no coincide con el subgrupo aditivo engendrado por M. En efecto, consideremos 
por ejemplo el espacio E de vectores reales del plano x0Oy, sobre el cuerpo 
real R, y tomemos para M el conjunto (4) constituido por el vector (1, 0). 
El subgrupo engendrado por M es el conjunto de los vectores (n, 0) donde 
n € Z, mientras que el subespacio M engendrado por Mes el conjunto: de vec- 
tores (x, 0) donde re R. 

Si 01, 02, ..., Y son k vectores de M, y si Ax, As, ..., Ax son k elementos del 
cuerpo 4, el subespacio M engendrado por M contiene el vector llamado com- 


Mv + Ao +... + Axór 


binación lineal de los vectores o; por definición, los Aj son los coeficientes de 
esta combinación lineal. 

Sea M* el conjunto de las combinaciones lineales de un número cualquiera 
de vectores de M,con coeficientes cualesquiera. Según lo que precede tenemos 


M*< M 


Es inmediato que M*es un grupo aditivo y un subconjunto lícito. M* es, 
pues, un subespacio; por construcción, contiene a M. Tenemos entonces M < M*, 
por tanto vale el signo de igualdad, y podemos enunciar. . 


Teorema 1.—El conjunto M* de las combinaciones lineales de vectores 
pertenecientes a un conjunto dado M es un espacio vectorial, que coincide con 
el subespacio M engendrado por M : 


M* = M. 


Un espacio vectorial (o un subespacio vectorial) engendrado por un solo 
vector y se llama monógeno. 


Teorema 2. — En un espacio vectorial E sobre el cuerpo A, son una misma 
cosa los subespacios monógenos y los A-subgrupos simples. 

El teorema es evidente para el subespacio (0) y el subgrupo (0). Demostré- 
moslo para subespacios y subgrupos diferentes de (0). 

1.> Sean S = (v) un subespacio monógeno de E, distinto de (0) y S' un 
A-subgrupo no nulo de S: 


(0) S'< S= (0). 


Por hipótesis, S' contiene un vector w 0; tendremos w = av y a < 0; pero, 
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entonces, y = a—kp pertenece a S”, lo que implica S' =$: Ses simple. 

2.2 Inversamente, sean $5 un A-subgrupo simple no nulo y un vector de 
S, diferente de O. El subespacio (v) engendrado por e es un A-subgrupo de S, 
diferente de cero: luego coincide con S, ya que S es un A-grupo simple. $ es, 
en efecto, un subespacio monógeno. 


Consideremos un espacio vectorial E sobre un cuerpo A y un subespacio, 
(o A-subgrupo), H de E. El grupo cociente E/H es, como sabemos, un 4-grupo, 
siendo el producto aX (a € 4, X € E/H) la clase módulo H que contiene al vec- 
tor ax, donde x.es un vector de X (cap. VIII, $ 1, teorema 3). 


Teorema 3. — El A-grupo cociente E]H es un espacio vectorial sobre 4. 
Para demostrarlo, bastará establecer las igualdades (2), (3), (4): 


(2) (a + BIX=aX + BX 
(3) aUBX) = (aB)X 
(4) eX=X 


La clase (a + B)X contiene el vector (a + B)z, donde zx € X, pero 
(a +8)z = ax + fx 


pertenecen a la suma de las clases que contienen ax, y Bx, por consiguiente a 
aX + BX, lo que prueba la igualdad (2). Una demostración análoga vale para 
las otras dos. 

Según el primer teorema de isomorfismo, para que H sea subespacio maxi- 
mal de E, es necesario y suficiente que E/H sea simple, o sea, según el teore- 
ma 2, que sea monógeno. 

Definición. — En un espacio vectorial E sobre un cuerpo 4, se dice que n 
elementos dr, de, ..., An (n > 1) son linealmente dependientes si verifican una 
relación de la forma 


Mar +... + Ánan = 0 


con los MEA no todos nulos, 
Los elementos az, ..., 44 Son, por el contrario, linealmente independientes si 


toda igualdad 
dar +... + Anta =0  (11€d4) 


implica 
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Un vector único a es linealmente independiente si es diferente del vector 
nulo, y sólo en este caso. 

Cuando n vectores son linealmente dependientes, uno al menos de entre ellos 
es combinación lineal de los otros: se dice que depende linealmente de ellos. 

Un subconjunto S de un espacio vectorial £ se dice independiente (o libre) 
si, para toda parte finita (s,..., sp) sacada de S, los si, ..., Sp son en 8 ele- 
mentos linealmente independientes. La familia 3 de los subconjuntos indepen- 
dientes será no vacia en cuanto haya en 8 algún vector y 0. Puesto que 
S viene caracterizada por una propiedad de carácter finito, la familia 3 es U-in- 
ductiva(cap.V1,$1,3.).El axioma de Zorn implica pues, que para toda parte inde- 
pendiente S de €, existe una parte maximal B que contiene a S. 

Ahora bien, toda parte independiente maximal B es un sistema de gene- 
radores de S. En efecto, si e€8— B, B U ([zx)no es ya un subconjunto inde- 
pendiente. Además, todo subconjunto finito de elementos linealmente dependien- 
tes sacado de BU(z) contiene necesariamente a x. Por consiguiente, x es 
combinación lineal de un número finito de elementos de B. 

Existen pues, en todo espacio vectorial £, sistemas de generadores inde- 
pendientes; estos sistemas son, por definición, las bases de 8; podemos enunciar 
el teorema siguiente. 


Teorema 4. — Todo espacio vectorial € admite al menos una base B, que 
contiene a un sistema independiente dado S. 

Si ahora se dan a la vez un subconjunto independiente S y una base cual- 
quiera Bo de €, la familia (no vacía) de partes independientes X que verifican 
la limitación 


SEX<SsUbBo 


es U-inductiva, luego contiene una parte maximal B*que es una base que con- 
tiene a S y que está contenida en S U Bo; en consecuencia: 


Teorema 5. — Todo subconjunto independiente S puede ser completado por 
vectores tomados en una base dada By de forma que constituyan una base B' 
(teorema del cambio). 

Sean entonces $1 un subespacio de 8, B una base de 8, B, una base de $1. 
Completemos B, con un subconjunto de B de modo adecuado para formar una 
base B' de 8 que contenga a B1; sea 8s el subespacio de $ engendrado por 
Ba = B'— Bi. Puesto que Bi y B2 son dos partes disjuntas de la base B”, 8 
es la suma directa de los subespacios €1 y 82 engendrados por Bi y Ba: 


8 =80 62 
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Un tal espacio 82 se llama suplementario de 81; hemos obtenido el resultado 
siguiente. 


Teorema 6. — Para todo subespacio 81 de un espacio vectorial €, existe al 
menos un suplementario 82. 

Se puede también demostrar este teorema de la manera siguiente: 

Supongamos €, subespacio propio de $ y sea y un vector no nulo, que no 
pertenezca a €1. Vistos como 4A-subgrupos, los subespacios de É forman una 
familia U-inductiva F; existe, pues, al menos un subespacio $2 maximal entre 
los que contienen Y y cortan 8, según €, NM (+) = (0) (cap. VI, 82, teorema 1). 
Resulta de ello que la suma 81 + €2 es directa: 


81 N 82 = (0), 61 + 62 = 61 O 62. 


Mostremos que esta suma es 8. En el caso contrario, existiria un vector x 
no nulo no perteneciente a €, O 82. El subespacio monógeno engendrado por 
zx sería simple, luego 81 O €» cortaría a (1) en sólo el elemento 0. Por consi- 
guiente, (€1 O 62) + (z) sería una suma directa contenida en 8: 


(E, O 82) + (a) = (8, O E) O (2) = $ O [62 O (2)] 


lo que contradice que $2 sea maximal. 

En conclusión, existe un suplementario Es de Er, e incluso un suplementario 
que contiene a un vector dado no nulo v si éste cumple la condición de no perte- 
necer a Er. 


Observaciones. — Dado un subespacio propio 81 de 8, es necesario evitar 
el confundir un subespacio suplementario 82, con el conjunto complementario 
Ci de E1 en 8 . Todo vectorzde 8 admite una representación única z =M + Za, 
con: z4 € 81; 82 es el conjunto de vectores cuya primera componente x1 es nula; 
Ci es el conjunto de vectores cuya segunda componente xa no es nula (no es un 
subespacio de 8). 


Se tendrá en cuenta también que un subespacio propio €1 admite varios 
suplementarios distintos Ex, 8%, ... Si, en efecto, cambiamos el vector o(€ 62) de 
la demostración precedente por y” = 4 + 1 (01 € Es, v1 40), todo suplementa- 
rio 8sformadoa partir de v” es distinto de 8s ya que o” é 62. 


Espacios vectoriales de base finita. — Para este caso vamos a encontrar 
otra vez, sin utilizar el axioma de Zorn, los teoremas precedentes, y los com- 
pletaremos refiriéndolos a la teoría de grupos semisimples con un dominio de 
operadores. 
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Sea A un subespacio del espacio vectorial E. Supongamos que A admite 
una base (finita) 


A = (45, %a, ..., Un). , 
Esto quiere decir que todo vector x € A admite una representación 
x= at1 + ad + ... + Andn (as € 4). 
Esta representación es única porque 


x= Biar + Boas +... + Bnan 
implica 


(ar — BiJar + ... + (Un — Bn)an = 0 


de donde, por ser los a; linealmente independientes, 
a= Bi (ad) 


Inversamente, si un sistema de generadores (41, ..., An ) de A es tal, que 
para todo elemento x de A la representación 
x= at +... + Onda 


es única, este sistema es una base de A, ya que 


0= dar +... + Anta = 001 + ... + Oan 
implica Ag =0 (¿ = 1, ..., n). 


Pero la unicidad de esta representación significa, ya que A es un grupo 
abeliano, que A es suma directa de los A-subgrupos simples (a1), ..., (An) : 


A = (21) O ... O (4) 
luego, que A es un 4-grupo semisimple. De este modo: 


Teorema 7.—Los espacios vectoriales (o los subespacios de un espacio 
vectorial) sobre un cuerpo A que admiten una base finita con n elementos, son 
los A-grupos (o los: A-subgrupos) semisimples, sumas directas de n grupos 
simples. 

Ahora bien, hemos visto en el cap. VIII (S 4) que el número n de factores 
21 DUBrEnL 
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en todas las descomposiciones posibles de un grupo semisimple en factores sim- 
ples es fijo. Este invariante, igual a la longitud de una serie de composición del 
grupo, es por definición, en el caso de los espacios vectoriales la dimensión n 
del espacio. Si un espacio vectorial A admite una base finita con n generadores, 
cualquier otra base de este espacio tendrá, igualmente, n generadores. 


Si A es un espacio de dimensión n que admite la base (41, ..., 4n), tendre- 
mos para A la serie de composición de longitud n: 


A = (81, ».., On) D (%1, ..., Uni) D ... D (41) > (0). 


Reciprocamente, consideremos un espacio vectorial A sobre un cuerpo 4 
y supongamos que admite una serie de composición de longitud n: 


A = AnD Án-1D +. > 415 40 = (0). 
Cada uno de los espacios cociente Ai/ Aia es simple, por lo tanto monó- 
geno. En particular A1/(0) > A1 es simple, por lo que Ar admite una base de 
un solo elemento 


Ar=(a)  (a4%0). 


Razonemos entonces por recurrencia; supongamos establecido que Ai1 tiene 
una base de ¿—1 elementos 


Ai = (41, ..., Qi—1). 


Tenemos Ai/ Ai = (Vi); six € Ary 24 Ar, 2 está situado, en una clase X 
módulo Ai distinta de la clase cero, y tendremos 


X= av; (as € 4, as 4 0) 


de donde, volviendo a los vectores y llamando as a un representante de la cla- 
se Vi, 


Juego T=Y + aa con YE Ara 
y Y = a141 +... + Oia 


L= a141 + ... + 0i10i1 + 0445. 
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Se ve así que (41, ..., 1, 4 ) es un sistema de generadores de Ay. 
Los vectores 41, ..., 41, a; son linealmente independientes, pues, una rela- 
ción de la forma 


Ma + ...+ kita + Mar = 0 
implica, pasando a las clases de módulo Aj-1 : 
AV: =0 (€ Ar/Ar1) 
de donde A = 0, y después A =... = Ai =0, ya que ar, ..., 41 Son indepen- 
dientes. 


Cada uno de los espacios As posee pues una base de ¡ elementos, en particu- 
larA = Anadmite una base de n elementos, luego es de dimensión n. 


Teorema 5.— Los espacios vectoriales sobre A que admiten una base finita 
de n elementos (o de dimensión n) son los espacios vectoriales que admiten una 
serie de composición de longitud n. 


Sea A = (41, ..., Un) un espacio vectorial de dimensión n sobre 4. Por todo 
subespacio propio A'de A pasa una serie de composición (cap. VII, $ 3): 


A=An>..DAr= A'>.. > 4o = (0). 


La parte de esta sucesión que va de A” = Axa (0) es una serie de composición 
de A” de longitud k: luego A” es de dimensión finita k < n. 


Teorema 6.— Todo subespacio propio de un espacio vectorial de dimen- 
sión n es de dimensión finita k<n. 


Corolario. — En un espacio vectorial A de dimensión n, es imposible encon= 
trar más de n vectores linealmente independientes. 

Sea ( br, ..., ba) un conjunto de s vectores de A linealmente independientes. 
Estos vectores engendran un subespacio (51, ..., bs) =B de A de dimensión s. 
Según el teorema 6, tenemos s < n. 

Obtenemos así una nueva definición de dimensión, cuando es finita: la di- 
mensión es el número máximo de vectores linealmente independientes. 


Sea B= (br, ..., bs) un subespacio de dimensión s del espacio 
A = (41, ..., An), de dimensión n. Si Se considera una serie de composición de A 
que pase por B. el razonamiento utilizado en la demostración del teorema 5 
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muestra que existe una base de A, formada de n vectores, incluyendo a los 
Br, ..., Ds: 
A = (Dr, ..., Ds, Dsr1, «.-, Dn) 


(teorema de la complementación de la base). 
Los n—s vectores complementarios pueden, además, ser elegidos en una 
base (41, ..., 4n) de A dada a priori. Tenemos en efecto 


A = (a) O ... O (4n) 


y según el teoremia general establecido en el capitulo VIII ($ 4, teorema 3), te- 
nemos 


A=B0 (01) O .. O (4,_,) 
= (61) O ... O (ds) O (41) O ... O (41,_,)- 


De este modo, si hemos dado, por una parte, una base (41, ..., An) del espa- 
cio A, y por otra un sistema (br, ..., bs) de s vectores independientes, (s < n), 
se puede formar una base de A con br, ..., bs y n—s vectores convenientes to- 
mados entre los a; (teorema del cambio, o teorema de Steinitz). 

Si, con las notaciones precedentes, ponemos 


B' = (Des, ..., Dn) 
C = (44, ..., Gt...) 
tenemos 
A=B0B'=BOQC. 


Al subespacio B de dimensión s, podemos pues asociar los subespacios 
B',C,... de dimensión n—s, llamados suplementarios de B, tales que A sea 
suma directa de B y de un suplementario (teorema de la existencia de suplemen- 
tario, en el caso de un espacio A de dimensión finita). 

Si dos grupos G, G” son isomorfos y si uno de ellos, G, admite series de 
composición de longitud 1, el otro G” admitirá series de composición de la misma 
longitud /. Resulta, pues, que, si dos espacios vectoriales E, E' sobre el cuerpo 
Á son isomorfos (considerados como A-grupos), y si E es de dimensión finita n, 
entonces E' es también de dimensión n. 

Reciprocamente, dos espacios E, F de la misma dimensión n, sobre el mismo 
cuerpo Á son isomorfos (como A-grupos); tomemos en efecto una base para cada 
uno de ellos: 


E = (41, ..., An), F = (br, ..., bn); 
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la aplicación 


e, 2 =$ yu Y aa 
i=1 i=1 


de E sobre F es visiblemente un 4-isomorfismo. 

Sea ahora B un subespacio de dimensión s en un espacio vectorial A de 
dimensión n. Designando por B” un suplementario de B, de dimensión n—-s, la 
igualdad 


A=BOQB' 


implica 
AIB = B”. 


Luego, el espacio cociente de un espacio de dimensión n por un subespacio de 
dimensión s es un espacio vectorial de dimensión n— ss. 

Consideremos finalmente, en un espacio vectorial E (de dimensión finita o 
infinita), dos subespacios H y K de dimensiones finitas, que designamos por 
dim AH=A y dim K=k, respectivamente. Sean $ =H + K,I1=HNMK la suma 
y la intersección de HI y K. La reunión de una base de H y de una base de K es 
un sistema de generadores para S, y en este sistema finito hay evidentemente 
subconjuntos maximales de vectores linealmente independientes, que son bases 
de S. S es pues un espacio de dimensión finita s, con s < kh + k. Sea ¡ la dimen- 
sión de /. Tenemos, según el segundo teorema de isomorfismo 


(H- + K)/¡H = K/[(HN K) 
esto es, 
de donde, ya que dos espacios isomorfos tienen la misma dimensión, 


s—h=k—i o i4+s=h+k. 
es decir 
dim (1 + K) = dim H + dim K —dim (17 N K) 


$ 2. Aplicaciones lineales y matrices 


Definición. — Consideremos dos espacios vectoriales É y 8”, sobre un mismo 
cuerpo conmutativo 4, y los A-homomorfismos de 8 en €' que llamaremos apli- 
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caciones lineales de E en €'. A todo x € 8 viene asociado por el homomorfismo a 
un vector ax = y de É', y sólo uno, de forma que 


alí, + 22) = 071 + ala 


Mm a(de) = Maz),  VAEL. 


Ejemplo. — En el espacio 83, una proyección, una homotecia, son aplicacio- 
nes lineales. 
Definimos que dos aplicaciones a y 8 de € en 8' son iguales si tienen el 
mismo efecto sobre todo vectorx de 8 : ar = fx, Vx €8. 


Observación. — De la definición de aplicaciones lineales (fórmulas (1)), re- 
sulta: 


a(duZ1r +... + Anta) = A(azi) + ... + An(azn). 


Por lo tanto: Las imágenes de vectores linealmente dependientes son tam- 
bién vectores linealmente dependientes. 

Consideremos un tercer espacio 8” y una aplicación lineal a' de g'en E”; 
al vector de 8, a asocia un vector y = ax de 8'; pero a este vector y, a' aso- 
cia un vector a'y =z de 8”. Se tiene pues una aplicación w = a' 0 a, 2—> 2, 
de 8 en €”; mostremos que también es una aplicación lineal. 

Es necesario demostrar ante todo que: 


wm(í + 22) = 021 + 022 
Ahora bien, se tiene 
aTa(í + 2o)] = a Ty + yal = a Y + aya = 21 + 22 


donde hemos puesto: 
u=aY y Yi = azi. 


Ahora es necesario demostrar que: 


w(A) = Mwz); 
y en efecto: 


w(Ar) = aa) = a(Ay) = May) = A = Awz). 


Para simplificar la notación, escribiremos «y =a'a y diremos que «w es el 
producto de a por a”;el factor de la derecha a, es la aplicación que se realiza 
primero. 
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El producto de aplicaciones lineales así definido es una ley de composición 
general sobre los tres conjuntos siguientes: 

A, conjunto de aplicaciones de 8 en €', 

B, conjunto de aplicaciones de €' en 8”, 

C, conjunto de aplicaciones de 8 en 8”. 

En el conjunto A, vamos a definir ahora una ley de composición interna que 
llamaremos adición, 

Consideremos en A dos aplicaciones lineales as y as (de 8 en 8'). Si x es 
un vector cualquiera de 8, ponemos 


ar=Yy ar=Y, Y. y€l. 
Pero, por ser €' un espacio vectorial, se puede formar: 
s=y+y €8 


y la aplicación o que hace pasar de xe8 a se8' es una aplicación lineal. 
En efecto, por definición 


gr = at + así. 
Formemos: 
olx+2x) 220 €€. 


Tenemos: 
ox +2) = ax + 2) + aqu + 2) = at + a” + at + asa” 


siendo ar y az aplicaciones lineales, de donde 
olx +2) =a12 + a21 + ar + ar 
a causa de la conmutatividad, y en fin 


o(x + 2) = 02 + 02. 


Si se multiplica por un escalar, se tiene sucesivamente 


o(Ax) 


II 


as(Az) + as(Az) 
Maz) + Masz) 
= Mart + asx) 

= Moz) WiEd. 
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Esta operación 0 = a + az es asociativa y conmutativa. Por otra parte, 
existe una aplicación f que va a jugar el papel de elemento neutro; es la que 
asocia a todo x€8 el vector nulo, 0, de $', pues, si se la adiciona con una 
aplicación cualquiera a, se tendrá a + Ó = a, ya que 


(a + Ox = ax + Ox, con 05 =00. 


Finalmente, para toda aplicación a, existe una aplicación — a, que asocia 
a gel vector opuesto a ax, y la suma de a y —a da la aplicación nula 0: 
a+ (—a) =0. 

Luego las aplicaciones lineales de € en 8' forman un grupo aditivo. 


Caso particular £' = 8.— Nos ocuparemos particularmente de las aplicacio- 
nes lineales de 8 en sí mismo. Podemos entonces definir la adición y la multipli- 
cación de dos aplicaciones lineales tomadas ambas en el mismo conjunto, el 
conjunto A de las aplicaciones lineales de 8 en 8. 

Según lo que precede, A es un grupo abeliano aditivo. En cuanto a la mul- 
tiplicación, es asociativa, por consiguiente 4 es un semigrupo multiplicativo. 
Demostremos que la multiplicación es distributiva, respecto a la adición: re- 
sultará que 4 es un anillo. 

Consideremos las aplicaciones lineales a, ar y f de 8 en sí mismo. 

Tenemos, en primer lugar 


(1) (a + a)B =aB + ap. 
En efecto: 


[(a + as)Blz = (a + ar) (Bz) = a(Bx) + au(Bz) 
= (aB)z + (a1B)z = (aB + arB)z. 


Los dos miembros de (1) tienen el mismo efecto sobre un elemento cual- 
quieraxde € y, en consecuencia, la igualdad (1) queda establecida. 
Establezcamos ahora la propiedad distributiva a izquierda: 


(1 Bla + ar) = Ba + Par. 
Tenemos 


[Bla + a1)]z = fila + ar)x] = Plaz + ar] 
= Plaz) + Plarz) = (Bajz + (Barjz 
= (Ba + Bar)z. 


y esto para todo x € 8, lo que equivale a la igualdad (5. 


$82 APLICACIONES LINEALES Y MATRICES 329 


Propiedades del anillo 4 .— En general no es conmutativo. En efecto, si 
tomamos como espacio vectorial el espacio vectorial ordinario 83 de tres di- 
mensiones, tenemos entre las aplicaciones lineales los movimientos que dejan 
un punto O fijo, y se sabe que su multiplicación no es conmutativa. 

El anillo A tiene elemento unidad, la aplicación idéntica, que designare- 


mos por £: 
lz=x, Vze8; 
si se multiplica 7 pora, se tiene: 


al =la=a. 


El anillo A admite también, para n > 2, verdaderos divisores de cero. 
Para constatarlo, sea en nuestro espacio £ un subespacio propio $1. 


0cÉéCc E. 


Este subespacio admite un suplementario 82, 8 = €1 O 62. Cualquiera sea 
x2 € €, se le puede expresar de un modo y de uno sólo, en la forma: 


T=M +2,  1MEÉ1,  MEÉz 


Consideremos la aplicación as que a x asocia x, € 81, perfectamente defini- 
da; as cumple evidentemente la primera condición para ser lineal; e igualmente 
la segunda, pues si A es un elemento cualquiera del cuerpo base 4 se tiene: 


Ax = Ma + Ata. 


Ahora bien, Ar, € $1, luego Ax, es la componente de Ax en 81. Así, a1 es 
una aplicación lineal; otro tanto vale para as, que a x asocia xa. Estas dos 
aplicaciones son distintas de 6, porque si se aplica a a un vector no nulo V1, 
de 81, se obtiene av, = v1 + 0; lo mismo es el razonamiento para az. 

Llamaremos a as y as las proyecciones de E sobre E1 y sobre 8s, respectiva- 
mente. Como se ve inmediatamente, son aplicaciones idempotentes. 

Estas aplicaciones az, as son divisores de cero, porque se tiene: 


En efecto: 


(azas)z = ar(asz) (x € €) 
= 01%a, 
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Ahora bien, zz =0 + x2; su componente en €, es nula; luego 


(azas)a = 0, Vief, 


es decir 
asas = 6. 


Matrices. — Consideremos las aplicaciones lineales de un espacio vectorial 8 
de dimensión finita n en un espacio vectorial 8” de dimensión finita p. Vamos 
a pasar de la noción de aplicación lineal a la noción de matriz tomando, para 
ello, sendas bases de dichos espacios: 


= (61, .., €), El = (6í, «.., Ep)» 


Si consideramos la aplicación lineal a de 8 en €', es natural llevar nuestra 
atención a las imágenes de los elementos de la base de €, es decir, a los vectores: 


ae =t€8, 
los cuales engendran el llamado espacio imagen as : 


08 = (t1, ..., tn). 


La dimensión de este espacio es < n; por otra parte, como a$ es un sub- 
espacio de 6', es también < p, luego 


dimensión a8 < inf (n, p). 


Veamos, en particular, que si p<nx la dimensión de a6 es < n, y por con- 
siguiente los vectores tz son linealmente dependientes. Si p > n, esta limitación 
no existe ya y la dimensión del espacio imagen af será n si, y sólo si, los vec- 
tores tz son linealmente independientes. 

Sentado eso, los vectores ty del espacio 8' pueden expresarse por medio 
de la base ej, ..., £p : 


aer =ti= Dane (i¿=4,..,p; k=1,..., n). 


i 


Tenemos pues np elementos ay: de 4 que son las coordenadas de los vecto- 
res aez = te de €'. Conviene ordenar estos np números as en un cuadro rec- 
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tangular de p filas y n columnas: 


En la columna de orden k (o, simplemente, columna k) figuran las coorde- 
nadas dix, ..., Apr del vector te. 

Este cuadro es, por definición, la matriz de la aplicación lineal a cuando los 
espacios vectoriales E y 8' están definidos por las bases en cuestión. 

Designaremos esa matriz por la letra A, y escribiremos: 


Una matriz con p filas y n columnas se dice de tipo p x n,o se le llama, 
simplemente matriz -p X n. 


Observación. — Una matriz no sólo depende de la aplicación lineal que re- 
presenta, sino también de las bases escogidas en los dos espacios vectoriales 
considerados. 


Fijadas las bases en 8 y 8”, el conocimiento de la matriz A de una aplica- 
ción lineal a determina completamente esta aplicación, es decir, que dada A, 
se sabe encontrar la imagen, en la aplicación a, de un vector cualquiera x de 8. 
En efecto, sea 


z= 2 te ted 
a) 
de (Beats) é= 2 E; 


i ly 


Se tiene entonces 


obtenemos con ello las coordenadas E; del vector transformado: 


| =D) ate 


E 
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Tenemos de este modo, al dejar fijos los dos espacios y sus bases, un con- 
junto .M de matrices A correspondiente al conjunto A de las aplicaciones li- 
neales a. 


Igualdad. — Se dice que dos matrices A y B son iguales, cuando las apli- 
caciones lineales a y f de que provienen lo son: 


az = Br, Vixef. 


Para esto, es necesario y suficiente que el efecto de a y de £ sobre cada vector 
fundamental sea el mismo: 


aer = Ber Wk(=1,2,.., 2) 
o también, que estos vectores tengan las mismas coordenadas: 
a =bw,  Vi,ke(1,2,..,n). 


Para que dos matrices sean iguales, es decir, para que representen con las 
mismas bases, aplicaciones lineales iguales, es necesario y suficiente que los 
elementos homólogos (de índices iguales) sean iguales. 

Con esta definición de igualdad de matrices, vemos que hay correspondencia 
biyectiva entre el conjunto de aplicaciones lineales y el conjunto de matrices que 
las representan en bases fijas. 


a <> A. 


Adición. — Hemos definido para las aplicaciones lineales una adición po- 
niendo 


(a+ Bj =ax + Pr, Vres 
en particular 
(a + P)ex = aex + Per, 


de manera que el vector cuyas coordenadas constituyen la columna k de la ma- 
triz a + fB es la suma de los vectores que constituyen las columnas k de la ma- 
triz que representa a y la que representa fB. Estos vectores se adicionan coorde- 
nada a coordenada y, por consiguiente, si S es la matriz que representa a + f, 
tenemos para el elemento gencral si de S: 


Sie = Qix + Dix. 
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Así hemos definido una adición de matrices, que se realiza sumando elemento 
a elemento, cada uno con su homólogo. 

La aplicación nula 9, tal que 0ex = 0, tiene por matriz la matriz nula, en la 
cual todos los elementos son cero: 


La matriz de la aplicación —a opuesta a a es la matriz — A opuesta a A; 
tiene sus elementos opuestos a los de A: 


—A= || — «4 || 


Con todo esto, el conjunto M de matrices-n X p es manifiestamente un grupo 
abeliano aditivo. 


Multiplicación. — Con los dos espacios 
E= (te) y  8E=(%,.., ey) 


consideremos un tercer espacio 8” = (6, ..., ez), una aplicación de £en 8! y una 
aplicación a! de 8'en 8”; su producto a'a es una aplicación de 8 en 8”; Busque- 
mos su matriz, que será de q filas y n columnas. Para ello, transformemos los 


vectores de la base: 
are = 2 Pueí; 
ahora bien p 


ae = a/ae = al | 05) 
A 
ES > A ae, = Y dar Y at = > (2000) as 
A A i i A / 


de donde, para la matriz producto P = A'A: 


1) 


Pix = z Atar 


A=1 


Es decir: Las matrices se multiplican filas por columnas; pix es la suma de 
los productos de los elementos de la fila ¿ de A” por los elementos del mismo 
lugar en la columna k de A. 


334 ESPACIOS VECTORIALES CAPÍTULO IX 


Para las matrices, la multiplicación es asociativa y distributiva respecto a 
la adición, ya que estas propiedades se cumplen para las aplicaciones lineales. 


Observaciones. — 1. Con frecuencia se llama vectores a las filas y las co- 
lumnas de una matriz. Se habla así de vectores filas y de vectores columnas, 


2. En un producto de matrices, el número de columnas de la matriz de la 
izquierda debe ser igual al número de filas de la de la derecha: 


matriz n X p.matriz p X q =matriz n X q. 


3. Tratamos hasta ahora de matrices que representan aplicaciones lineales. 
Los elementos de estas matrices pertenecen a un cierto cuerpo 4 sobre el cual 
formamos los oportunos espacios vectoriales. 

Pero a posteriori se ve que hemos utilizado solamente la igualdad de ele- 
mentos, su adición y su multiplicación. Por consiguiente, siempre que se dé un 
anillo conmutativo R, se pueden formar a priori, con los elementos de R, matri- 
ces satisfaciendo a las reglas precedentes de igualdad, adición y multiplicación. 
Pero entonces, la significación geométrica desaparece, y es preciso verificar me- 
diante el cálculo las propiedades fundamentales de las operaciones a partir de 
las fórmulas: 


Su = Oír + bi 


> Arba 


A 


II 


Pix 


lo cual no presenta dificultad. 

Caso particular E = E'. — Volvamos al caso de un solo espacio vectorial 
en el que se toma una base única, E = (61, ..., €n). Consideremos el conjunto A 
de las aplicaciones lineales a de 8 en sí mismo: a cada una de estas aplicaciones 
a Corresponde una matriz A = || az [|, con 


ae =t= Y Qixti, 
i 


matriz cuadrada de n filas y n columnas, cuyos elementos pertenecen al cuerpo 
de base 4. 

Se pueden aplicar las reglas de adición y de multiplicación precedentes. Hay 
correspondencia biunivoca entre A y el conjunto AM de matrices: 


A <> M 
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y de acuerdo con la definición de operaciones con las matrices esta correspon- 
dencia respeta la adición y la multiplicación, de modo que A y AM son isomortos 
con relación a estas dos operaciones. Y como A es un anillo, también M. es 
un anillo. 

Las matrices cuadradas de orden n con elementos de un cuerpo A forman un 
anillo Mi con elemento unidad: la matriz unidad es la que representa la aplica- 
ción unidad o idéntica 1 


lex = tx. 


La columna k de la matriz unidad es pues 0,0...1,0,... 0, donde el elemento 
unidad de 4,1, figura en el lugar k, y la matriz se escribe: 


As ol 
Te 04... o 
oa ón: l 
¡AAA 1! 


Si en lugar de operar sobre un espacio vectorial con matrices cuyos elementos 
pertenezcan a un cuerpo, se toman a priori matrices cuadradas de orden n con 
elementos de un anillo R, la asociatividad de la multiplicación y su propiedad dis- 
tributiva respecto a la suma permanecen válidas. Por consiguiente, las matrices 
cuadradas de orden n con elementos de un anillo R también constituyen un anillo. 

Se llaman símbolos de Kronecker los elementos 

0 si iXxj 
elo oia Gi=12m 
o más generalmente, si se trabaja sobre un cuerpo abstracto cualquiera, del cual 
e es el elemento unidad, 3; =e € Apara ¡=j,8y4 =0€4 para ¡Aj 
Esta notación permite escribir la matriz unidad bajo la forma: 


1 = || 8u | 


Matrices escalares, Centro del anillo de las matrices cuadradas de orden n. 
Se llama matriz escalar una matriz de la forma 


(ked) 
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Dicha matriz se indica frecuentemente por el simbolo k. 
Si se multiplica una matriz escalar por una matriz cualquiera A = l ay lb 
se obtiene: 


kI- A =kA = || kay | = A- kl. 


De suerte que toda matriz escalar kl es permutable con cualquier matriz A. 

Como en teoría de grupos, se llama centro de un anillo el conjunto de ele- 
mentos del anillo que, para la multiplicación, son permutables con todos los del 
anillo. 

Designemos por Z el centro del anillo de las matrices cuadradas de orden n 
sobre 4. Toda matriz escalar pertenece al centro Z. Además: 


Teorema. — El centro del anillo de las matrices cuadradas de orden n se 
compone únicamente de las matrices escalares. 


Demostración. — Entre las matrices del anillo, consideremos la matriz Ers 
cuyos elementos son ceros, excepto el de intersección de la fila r con la colum- 
na s, donde se encuentra el elemento-unidad: 


0 


. 0 || —> fila de orden r 


columna de orden s 


Una matriz cualquiera puede expresarse como combinación lineal de matri- 
ces Er: 


(1) A =|| ay || = > ay Es, 


1,5 
de manera que las n? matrices E,, constituyen un sistema de generadores para el 


conjunto de las matrices del anillo, Además estos generadores son independien- 
tes, pues la igualdad 


yA ayEy =0, 
E 


en la que el primer miembro es la matriz A, significa ay = 0, Y i, j. 
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Vemos pues, que las matrices cuadradas de orden n con elementos de un 
cuerpo 4 constituyen un espacio vectorial sobre 4 que admite como base las n- 
matrices Lys. Luego este espacio vectorial es de dimensión n?; además, es un 
anillo y, por consiguiente, una álgebra asociativa. 

Utilizando la representación (1) de una matriz cualquiera mediante las ma- 
trices E;y, es fácil demostrar que el centro Z es el conjunto de las matrices esca= 
lares. En efecto, para que una matriz sea permutable con todas las otras, es ne- 
cesario en particular que sea permutable con cada una de las matrices Es. 
Calculemos Ey Es; se tiene inmediatamente: 


Ese 0 si q%r 
EnEr=Ep E quer 


Ahora bien, utilizando la representación (1), tenemos 
columna de orden s 


AE, = Y a4EyEn = Y, ar En = 


í í 


Ená = Y, EnayEy = > ay En = bin aid 
0 j 


j 


y la igualdad AEys = E,s A exige: 


dr =0 para Vr, Gr =05 Vrje €f[1,2,.., n) 
lo que expresa que Á es una matriz escalar. 


Otra demostración. — Sea Í una aplicación lineal de 8 en 8 permutable con 
cualquiera otra, 


la=al Vact. 
Señalemos en primer lugar que si ves un vector cualquiera de E, lo =0w' 


no es linealmente independiente de v; si 8 es de dimensión 1, ello es evidente. 
22 DUBREIL 
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Si 8 es de dimensión superior a 1 y si se suponen y y y” linealmente independien- 
tes, puede siempre encontrarse una aplicación lineal a tal que: 


ar=0 y av 40. 


En efecto, tomemos en 8 una base cuyos dos primeros elementos sean y y v” 
linealmente independientes; una aplicación lineal a está definida por las imágenes 
de los elementos de la base y puede darse para y una imagen nula y para 0' una 
imagen no nula. Entonces, si se forma La y al y si se las aplica a , se tiene: 


Lao = [(av) = [0 =0, 
mientras que 


alo = av 40, 
luego 
lafal y  [42%, 


contrariamente a la hipótesis. 
Es, pues, imposible que Zo sea linealmente independiente de v: 
Vo€e8, Lo =ko, 


dependiendo k a priori de v. Vamos a demostrar, que k es una constante. Apli- 
quemos £ a dos vectores v, y Va de 6: 


Lo = kv, Lv = kava. 
1.2 Si 01 y vz son linealmente independientes, tendremos 


Ll01 + 02) = ko(01 + 02) 
pero también 


Elo + 02) = Lo + L02 = krv1 + hava 
y la igualdad 


ks(01 + 02) = kiv1 + kova, 
donde v1 y vz son linealmente independientes, exige 


ki = ka y kz = ka, 
luego ki = ka. 
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2. Si 1 y va son linealmente dependientes, se tiene va = m01, de donde 


ka02 = Lv = L(mor) = mío, = mkro1 = kr02 


luego también 
ki = ha. 


3.2 Para v =0, k es indeterminado, convendremos en tomar el valor prece- 
dente. Í es efectivamente una aplicación escalar u homotecia. 


$ 3. Dimensión del espacio imagen. Aplicaciones lineales y matrices 
regulares o singulares 


Sean 8 y 8' dos espacios vectoriales sobre un mismo cuerpo (conmutativo) 
4, de dimensiones respectivamente n y p. Consideremos una aplicación lineal de 
Sen 6'.Sea 


a(8) =F < € 


el espacio imagen de €, conjunto de los vectores imágenes a(x) de los vectores 


x de £. 
Puesto que a es un 4-homomorfismo que aplica 8 sobre F, tenemos, según 


el teorema de homomorfismo (cap. Villl, $ 1, teor. 4), el. isomorfismo: 
(1) F EN 


donde JN, núcleo. del homomorfismo a, es el conjunto de los vectores x cuya ima- 


gen a(x) es el vector nulo de 8, 
Además, el subespacio N' admite al menos un suplementario G, 


8=N OC, 
y se tiene: 
a) F = EN = C. 


Como dos espacios isomorios tienen la misma dimensión, (2) implica, po- 
niendo y = dim N (dimensión de N”), r = dim F : 
r=n>—v= dim C. 


Definición. — La dimensión r del espacio imagen F = a(8) es el rango de 
la aplicación lineal a. 
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Corolario. — Para que la dimensión de F = a(8) sea igual a la dimensión 
de 6,0, dicho de otro modo, para que a sea un isomorfismo de E sobre F, es ne- 
cesario que v= 0, es decir que el núcleo N' se reduzca al vector cero; para que 
a sea un isomorfismo de € con €', es necesario y suficiente que r, n y p sean 
iguales, 

Caso particular : 8 = E. 

Los isomorfismos toman entonces el nombre de automorfismos. Para que una 
aplicación lineal de 8 en sí mismo sea un automorfismo, es necesario y suficiente 
que su núcleo se reduzca al vector cero, o también que r= n, Pero para que 
r = n,es necesario y suficiente que a(8) = É y para eso es necesario y suficiente 
que los n vectores a(ex) imágenes de los vectores fundamentales engendren todo 
el espacio, es decir, que sean linealmente independientes. Tenemos entonces toda 
una serie de propiedades equivalentes: 

— la aplicación lineal a de £ en sí mismo es un automorfismo, 

— su núcleo NY'se reduce al vector nulo: a(x) = 0 implica x = 0. 

— a(8) = 6, 

— los n vectores a(ex) son linealmente independientes. 

Se expresa una cualquiera de estas propiedades diciendo que la aplicación a 
es regular. Cuando una aplicación no sea regular, se llamará singular. 

El conjunto de las aplicaciones regulares de € en si mismo es un grupo res- 
pecto a la multiplicación (o composición) de estas aplicaciones. Es, en efecto, el 
conjunto de los automorfismos; todo automorfismo a, aplicación biyectiva de 8 
sobre 8 admite una aplicación inversa a—1, la cual es evidentemente lineal. Por 
otra parte, el producto de dos aplicaciones lineales a, y a, es también una apli- 
cación lineal y si a, y a, son aplicaciones biyectivas de $ sobre £,el producto es 
una aplicación biyectiva de 8 sobre 8. Luego el producto de dos aplicaciones li- 
neales regulares es también una aplicación lineal regular. 

Su conjunto es efectivamente un grupo, llamado grupo lineal £, para la di- 
mensión N. 


Una aplicación singular g no puede tener inversa. En efecto, por hipótesis, 
existe un vector z 4 0 tal que ox =0 de donde: 


Vocd4 (0'0)2 = 001) = 00 =0, 
por consiguiente 


ol. 


Volvamos a las matrices y consideremos, en primer lugar, dos espacios cua- 
lesquiera 


E= (01.00) E = (éso. 69)5 
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a una aplicación regular a de € en €' corresponde la matriz-(p X n) A: 


A=| am ale) => ané; 


i 


y nos proponemos caracterizar el rango r de la aplicación lineal a por medio de 
ciertas propiedades de la matriz A, representante de esta aplicación con las 
bases que han sido escogidas. Como dimensión del espacio imagen, r es igual al 
número máximo de vectores linealmente independiente entre los n vectores co- 


lumnas 
Cr = alex) € E, (k:=1 ,...,1). 


Pero podemos también asociar a las p filas de A los vectores-filas La, ..., Lp 


definidos por 
” 


Li= Y EE (i=L Pp) 
j=1 


Estudiemos el número máximo / de vectores linealmente independientes entre 


estos p vectores-filas. 


Teorema 1. — En una matriz rectangular A, el número máximo 1 de vectores 
filas linealmente independientes y el número máximo r de vectores columnas li- 
nealmente independientes son iguales: 


r=L 
Puede esto enunciarse, también, diciendo que el rango de una matriz se 


conserva por transposición; entendiendo por transpuesta, A* o AT, de una ma- 
triz A, la que se obtiene al cambiar las filas por las columnas de A : 


A! = || dí ||, dis = Ají. 


[an ar | 
á A | | ñ > Qu da da 
Por ejemplo, si A = || das das |, se tiene A” = 
| | iz Ga da 
ll Gai Gg2 || 


Demostración directa. 


Establezcamos primeramente la desigualdad r<l, 
Consideremos una relación de dependencia entre los vectores columnas: 


MA) MCr+ + AC =0, MEL. 
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Esto equivale al sistema de ecuaciones 


Man + ..« + Antin =0 
O A E 
Man +... + Ántin =0 


No cambian las soluciones del sistema (5) al permutar sus ecuaciones de 
una forma cualquiera. Supongamos que tenemos 1(< p) vectores filas indepen- 
dientes La, ..., Li y que más de 1 vectores sean siempre linealmente dependien- 
tes; los vectores Ly, ..., Ln son combinación lineal de los precedentes: 


Lin = pila + ... + pinta (h=1,...p—1) 


de modo que las p—l últimas ecuaciones del sistema (5) son combinaciones 
lineales de las 1 primeras, y que el sistema (5) es equivalente al sistema (5') cons- 


tituido por las 1 primeras ecuaciones: 


Mara +... + Andin =0 
A IN 
Ardpr + ... + Anton =0 


Pero, a su vez, este sistema (5') es equivalente a la existencia de una com- 
binación lineal nula, 


(45 MC +... + AnC, =0 


de los vectores columnas de la matriz A” formada por las [ primeras filas de la 
matriz A. 

Hemos probado asi, que toda relación del tipo (4) entre los vectóres colum- 
nas de A se verifica al mismo tiempo que la relación (4”) entre los vectores colum- 
nas de A”, Resulta de ello que los rangos r y r'de ambas matrices son iguales: 


r=r., 
Pero los vectores columnas de A” son de / coordenadas, son pues vectores de un 
, p 


espacio de / dimensiones en el cual no se pueden encontrar más de / vectores in- 
dependientes; tenemos, por consiguiente: 
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Basta entonces aplicar esta desigualdad no solamente a la matriz dada, sino 


l<r dedonde l=r. 


Demostración utilizando la noción de determinante * 


Dada una matriz-p xn A=|| ay lb si tomamos un entero g< p yA, 
podemos elegir en A,g filas y Y columnas y considerar la matriz Ay formada 
por los elementos de estas q filas y g columnas; esta es una matriz cuadrada de 
orden q,y su determinante es lo que se llama un menor de orden g de A. 

Vamos a designar por p el mayor valor de q tal, que exista algún menor 
de orden q que sea distinto de cero, y nos proponemos demostrar el teorema si- 
guiente: 


Teorema 2. — El rango de la matriz A es igual al número p 


Lema. — Para que q vectores del espacio E = (€1, ..., en) 


=D) ue (i=1,2..., 9) 


sean linealmente independientes, es necesario y suficiente, que para la 
matriz-q x n A” = | ay || (i=1,..., 9), 


el orden p sea igual a q. 


1 En esta demostración y en la del párrafo 6, utilizaremos los determinantes. Las nociones 
de álgebra externa, en particular la de forma multilineal alternada, sobre las cuales se funda 
generalmente la introducción de los determinantes, no forman parte de nuestro programa, y nos 
limitaremos a recordar los principios siguiente: 

A cada matriz cuadrada A de orden n de elementos de un cuerpo o más generalmente de un 
anillo conmutativo, se asocia, bajo el nombre de determinante, una cierta expresión polinómica 
de elementos, [A | o det A, que det A=0 sea una condición necesaria y suficiente para que 
la ecuación Az=0 admita como solución al menos un vector 2 no nulo, 

Para 


alos call 
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Supongamos primero los vectores Zi, ..., Ty dependientes y demostremos que 
se tiene p % q(es decir p < q ya que siempre es p < 4). Supongamos por ejem- 
plo que zx, depende de los otros vectores: 


xi = hola +... + Asta, 
lo que implica 


2 
ay = y Ary  (¡=1,2, ..., n). 
k=2 


Entonces la matriz A” toma la forma 


k=2 k=2 
dl l da... On 
Rotten A co... 
l l 
Gql --- Uan 


Los elementos de la primera fila son combinación lineal, con los mismos 
coeficientes, de los elementos de las filas siguientes. Resulta, suponiendo prime- 
ramente q < n, que todo determinante de orden g sacado de A” (menor de orden 
q) tendrá esta propiedad y, por consiguiente, será nulo, de donde p < q. Si es 
9 > n, como p es a lo sumo igual a n, la desigualdad p< q se verifica también, 

Reciprocamente, si p < q, %1, ..., 1, Son linealmente dependientes. Para de- 
mostrarlo, supongamos que tenemos un menor de orden p no nulo y que todo 
menor de orden > p (si existe) sea nulo. Pueden hacerse siempre permutaciones 


13 dq — y 4 Y se puede definir, por recurrencia sobre 1, el determinante de 
ay! de orden n por la fórmula 


n 
A Y ton 


i=1 


se tiene det A 
una matriz A 


donde Aj designa el producto por (—A)YHf del determinante de la matriz deducida de A por 
supresión de la fila é y de la columna j (“menor con su signo”). 
Utilizaremos también las relaciones fundamentales 


0= Y tea para ¡Hko 
i=1 
Además. para el producto de dos matrices cuadradas de orden nm, A y B se tiene: 
det (AB) = det A + det B. 
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de filas y de columnas tales que el menor distinto de cero en cuestión se escriba: 


Omo..... Gp 


por lo demás, tales permutaciones de filas y de columnas tienen solamente por 
efecto cambiar el orden de los correspondientes vectores, lo que no influye sobre 
las propiedades de independencia lineal. Por consiguiente, es lícito suponer que 
el menor no nulo es D. Formemos, a partir de la matriz de la cual Des el deter- 
minante, la matriz siguiente: 


DL Apr a | 
fs 
Apr .. Gpo CS, 
| Qp+11 + Gp+yp Cp+1 


llamemos D; el menor de e; en C (con su signo): Dpj = D %0; remplazando 
€1 POT Gay, ..., Cp+1 por Gp+1,¿ obtendremos el determinante 


01,1... QA,p ay 


Qp41,1 +. Ap41,p Apr, 
que es nulo, pues si ¡ = 1,2, ... p, tiene dos columnas idénticas, y si 


¡=p+t,...,n, 


es un menor de orden p + 4 sacado de la matriz A”, Si lo desarrollamos según 
los elementos de la última columna, nos da: 


Diary + «« + Dpto, + Dapr ¡= 0 (¡=1,2,..., nm) 


es decir 
Ditr +... + D,t, + Dip =0, con DAHO, 


dicho de otro modo, 21, Zz, ..., Za son linealmente dependientes. 

Siendo esto así, según el recíproco del lema, p +1 vectores filas de la 
matriz A son siempre linealmente dependientes, y según la primera parte, existe 
un sistema de p vectores filas linealmente independientes, pues de otro modo todo 
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menor de orden p sacado de A sería nulo. Tenemos por consiguiente: 
l=p. 


Pero p es evidentemente el mismo para la matriz A y para su transpuesta, 
y si se aplica el mismo razonamiento a la matriz transpuesta, se obtiene 


r=1 


siendo r el número de vectores columnas linealmente independientes. 
Por consiguiente 
l=p= 


Se encuentra así, de nuevo, la igualdad del número máximo | de vectores 
filas linealmente independientes y del número máximo r de vectores columnas 
linealmente independientes; por otra parte su valor común resulta ser el orden 
máximo de los menores no nulos de la matriz. 


Caso particular. Matrices cuadradas. — Para que una matriz cuadrada A de 
orden n sea regular, es necesario y suficiente que los vectores columnas sean 
independientes, es decir r= n, lo que quiere decir, también, que p=nm. Ahora 
bien, no hay aquí más que un menor de orden n, que es el determinante de A. 

Por tanto, para que A sea regular, es necesario y suficiente que su determi- 
nante sea distinto de cero y, por consiguiente, las matrices singulares son aquellas 
cuyo determinante es nulo. 

Veamos una demostración directa de este resultado importante. Se trata de 
estudiar, desde el punto de vista de la independencia lineal los vectores 


n 
aer = De Ones: 
i=1 


supongamos que existe entre ellos una relación: 
n 
> Axaer = > Aries = 0, 
k=1 ki 


Puesto que los e; son linealmente independientes, esto equivale al sistema 
siguiente de n ecuaciones lineales y homogéneas con n incógnitas Ax, ..., An : 


> ha=0  (i=1,2,..,m) 
k 
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Para que los vectores aez sean linealmente independientes es necesario y 
suficiente que la única solución de este sistema sea la solución trivial 


A 


es decir que el determinante D de “A no sea nulo. 
Se ve fácilmente que la matriz inversa A—1 de la matriz regular A se escribe 


donde A, designa el menor de a,, (tomado con su signo). 


$ 4. Cambio de base 


En un espacio vectorial $ de dimensión n sobre el cuerpo 4, consideremos 
dos bases: 


E = (61, €2, .., €n) = (01, 0%, ..07 On). 


Expresemos cada vector de una base como combinación lineal de los vectores de 
la otra: 


(1) e= > A Q) == A 
i " 


de donde 
ea= a ta 2 tez) 
= y a da) €, (M=1,2,..., n) 


pero los e, son vectores linealmente independientes, por consiguiente, las rela- 
ciones precedentes exigen: 
> Lsta = Bru 
í 


Si consideramos las matrices cuadradas de orden n 


T=ltul y 7=I|€el 
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se ve que 
TIT =1. 
Las dos matrices de nuestro cambio de coordenadas son inversas una de 


otra y por consiguiente regulares. 
Escribiremos, fundados en lo que precede, 7—! en vez de 7”, 


Dada la matriz A que representa una aplicación a en la primera base, pro- 
pongámonos determinar la matriz B que representa a en la segunda base 


(01, =.., Om). 
Tenemos, en la base antigua 


Qe = 2 Qrxtes 


al = yA Dino jo 
7 


y en la base nueva 


Se puede escribir 


av =a Q o) = Níúxtac,) 
. “ 
= > A Le = > > e OT 
a eE 
= Puututiso, 


dj e 


de donde 
dy = E LjiQitur, 


lo que da: 
B=TAT'=TAT, 


y concluimos: B es la matriz transformada de A por la matriz T del cambio de 
base. 

Las matrices A y TAT—_ se llaman equivalentes. 

Propiedades de la transformación de matrices. 


La transformación de matrices por una matriz 7 (que debe ser evidentemente 


84 CAMBIO DE BASE 349 
siempre regular) tiene las propiedades siguientes: 


T(A1 + Az) T 2 = TA1T + TA2T—= 
T(AA)T=2 = ATAT= (M€E4) 
(TAT=)u = TAT2- TAT.., = TA"T, 
Si nos dan un polinomio f(u) € 4[u], anillo de los polinomios en u con coe- 


ficientes de 4, podemos reemplazar la indeterminada u por una matriz A y con- 
siderar la matriz: 


ÍA) = WA” + a Am +... + Oml. 
Combinando las reglas precedentes, vemos que se tiene: 
KTAT=) = T(A)T= 


Puede acontecer que, para determinados polinomios f del anillo A[u], /(A) 
sea la matriz cero. Se dice entonces que A verifica la ecuación matricial 


f(u) =0. 
Resulta inmediatamente que si una matriz A anula a un polinomio f, todas 
sus transformadas TAT= anulan también a f. Este hecho era evidente a priori 


ya que, si a designa la aplicación lineal de la que A es la matriz con la base 
(81, «.., €n), la ecuación f(A) = 0 significa que la aplicación lineal 


f(a) = aa” + ajarm—=1 +... + ml 


es la aplicación cero, f(a) = 6. Esta propiedad, por ser independiente de la base 
escogida, implica (TAT=) =0 para toda matriz regular 7. 


Observación. — La matriz 


ÍA) = a Am + a Ama +... + Al 
se escribe también 


14) = (col) An + (A) AM= 4 o. + al; 


puede, pues, mirarse como el resultado de la sustitución de la matriz A en el 
polinomio 


F(u) = (ajuar + (al)jum= +... + Ami € Mo [ul], 


350 ESPACIOS VECTORIALES CAPÍTULO 1X 


el anillo de polinomios .M[u] es por lo demás una extensión del anillo 4[u], puesto 
que el cuerpo 4 es isomorfo al subconjunto de AG constituido por las matrices 
escalares, que no es otro que el centro de Ab. 

La ecuación F(u) = 0 tiene, en el anillo A, con la solución A, el conjunto 
de soluciones TAT—=, lo que pone en evidencia la diferencia entre las propieda- 
des de las ecuaciones algebraicas en el caso clásico y en el caso que ahora trata- 
mos de un anillo no conmutativo con divisores de cero. 

Vamos a ver que existen siempre polinomios f € 4[u] tales, que la matriz 
F(A) sea la matriz cero. 


$ 5. Ecuación mínima 


En el conjunto AM. de las matrices-(n X n) sobre el cuerpo 4, consideremos 
una matriz A y la sucesión de matrices 


T= Ad Aldo, Alo coa 


Por ser 4% un espacio vectorial de dimensión n?, no puede haber más de 
n? matrices linealmente independientes, Algunas matrices de la sucesión prece- 
dente dependerán, pues, linealmente de las precedentes; sea p el menor valor de 
k para que eso ocurra (p< n?): 


MAS MAMA AI =0, M0, MEd. 
La matriz A anula al polinomio 
Mou de 02. + Ao 


En el anillo principal 4[u], el conjunto m de los polinomios anulados por 
la matriz A es un ideal, pues las potencias de A son permutables entre ejlas y con 
los elementos de 4 y, por lo tanto, el principio de substitución se aplicá cuando 
se reemplaza u por A, y el producto de un polinomio de m por un polinomio ar- 
bitrario es un polinomio de m. El ideal m es principal: 


m = (m). 

El polinomio generador m(u) está definido salvo un factor de 4; esto puede 
aprovecharse para hacer que el coeficiente de su término de mayor grado sea el 
elemento unidad de 4. Con esto m(u) está perfectamente definido; se le llama 
polinomio mínimo de la matriz A, y se llama ecuación mínima de A la ecuación 
m(u) =0. 


) 
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A toda matriz quedan asociados un polinomio mínimo y una ecuación mí- 
nima. Desde luego, lo que precede se aplica también a la aplicación lineal a que 
la matriz representa cuando se escoge en el espacio vectorial $ una base, y se 
dirá también que m(u) = 0 es la ecuación minima de esta aplicación lineal a. 

Estudiemos esta ecuación mínima; mostremos particularmente que juega 
un papel fundamental en el estudio de los subespacios invariantes en la aplica- 
ción a es decir, en los subespacios $ < € tales que 


a8<S 
(x € S implica ax € $). 


Cuando se verifique esto, puede considerarse la restricción a? de a a 8. 
Para todo vector x de S, la relación 


a 
8 
II 


, az (€ S) 
implica 


ax = az (€ S) 


y, Sucesivamente, 
az = atz, (V ke N). 


Por tanto la restricción de una potencia de a es la potencia de la restricción de a, 
de suerte que, siendo f(u) un polinomio de coeficientes en 4; f(a) tendrá como 
restricción f(a') : 


Ha )z= fla), Wes 


Resulta que S, subespacio invariante de la aplicación a, es también subes- 
pacio invariante de f(a), siendo f(u) un polinomio cualquiera de' coeficientes en A. 

Si nos dan un polinomio ¡(u) y si consideramos la aplicación lineal f(a), 
esta tiene un cierto núcleo N (7) : 


Wi = (17; fla =0)] 


que es un cierto subespacio de $. Se dice que este es el espacio cero (o nulo) del 
polinomio f, 


Teorema 1. — Cualquiera que sea el polinomio f€ Alu], N 1) es un subes- 
pacio invariante para la aplicación a. 
Debemos demostrar que: z € N y(,) implica ar EN y(2)- 
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Para ello formemos: 


H(a) (az) = [f(aJalz = [af(a)]z = alf(a)a] = 0 =0 


y tenemos efectivamente que 
az EN fa): 


Propiedades de los núcleos. — Para simplificar las notaciones, escribiremos 
desde ahora Ny en vez de Nz(a)- 


1. Si g(u) divide [(u), Ny está contenido en Ny, Ny € Ny. 
En efecto, pongamos f(u) = g(u)g(u) y apliquemos f(a) a un vector x cualquiera 


fa)z = [gla)q(a)Jz = [glajg(a)]z = q(a) [g(a)2]. 


Si E Ny, glaJz = 0, de donde f(a)z = g(a) O = 0, lo que implica x EN. 


2. Consideremos ahora dos polinomios cualesquiera f(u) y g(u), y sea d(u) 
su m.c.d.; el núcleo Wa de d(a) es la intersección de los núcleos Ny y Ny de 
Ha) y gla): 

Na=N/ NN. 


Según lo que precede, tendremos Na < Ny y Na < Ny, luego 
NaSN/NNÑ7. 


Establezcamos la inclusión inversa; tenemos, en el anillo euclídeo 4[u], 
la relación de Bezout 


d(u) = r(u)i(u) + s(u)g(u). 


Reemplacemos u por a y apliquemos los dos miembros a 7€8: 


d(a)z = [r(a)f(a) + s(a)g(a)]z. 
= r(a)í(a)z + s(a)g(a)z. 
Si eN, NN, 
f(aJz = g(aJz = 0, luego  d(ajz = 0, 


lo que implica que x € Na. 
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Primer caso particular: f(u) y g(u) son primos entre si. 
El m.c.d. (f, g) es una constante, que puede ser reducida al elemento unidad e: 


N.=(x;12=0)=(0), 


la intersección de N'y y Ny es el vector cero. 


Segundo caso particular: g(u) = m(u) es el polinomio minimo de a, siendo 
f(u) cualquiera. 
Entonces, por ser m(a) la aplicación nula: 


Nino =Ny=17;07=0)=8 
el núcleo de m es el espacio entero, y tenemos, en este caso, 


NINNn=N1N5E=NY=Nm.c. 9.4, 


El núcleo de f(a) no cambia cuando se reemplaza f por su m.c.d. con el poli- 
nomio minimo m. El m.c.d de un polinomio cualquiera con m debe ser un divisor 
de m, por lo que obtendremos todos los casos posibles para N' examinando lo 
que ocurre para los diferentes divisores del polinomio minimo m. 


3. Caso de divisores sucesivos de m(u): si [(U) divide a m(u), y si g(u) di- 
vide a f(u) siendo g un divisor propio de f(grado de g < grado de f), se tiene 
la inclusión estricta Ny C N7; luego también dim N',¿< dim N,. 

Puesto que g divide a f, se sabe que Ny < Ny, basta por tanto demostrar 
que Ny es distinto de N'y. Pongamos: 


m(u) = ¡(u)k(u), 
f(u) = g(u)y(u) grado dey > 0), 
de donde 


mu) 


Il 


g(u)h(a)y(u) = k(u)y(u), 


con 
k(u) = g(u)h(u), 


y como el grado de Y es positivo, k(u) es un divisor propio de m(u). Si se reempla- 
za la indeterminada u por la aplicación lineal dada a, se ve que: 


k(a) = gla)h(a) 4 0 


23 DUBREIL 
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ya que, en caso contrario, m(a) no sería el polinomio mínimo. En consecuencia, 
existe un vector x tal que 


Kkaja = gla)h(a)z + 0. 


Entonces, el vector y = h(ajx no pertenece al núcleo Ny : y ¿ N',. En tanto se 
tiene 


HaJy = ¡(a)h(a)z = m(ajz = 0x =0 
luego y €N7; tenemos efectivamente la inclusión estricta : N'yC Ny. 


Aplicación. — Sabemos ya que si f es primo con el polinomio mínimo m, su 
núcleo se reduce al subespacio nulo. Vamos a probar que este es el único caso 
en que N'yse reduce al espacio nulo. Dicho de otro modo, si el m.c.d. de f y m 
es un polinomio propio de grado positivo, entonces, el núcleo de N', es un sub- 
espacio de dimensión positiva. En efecto, la propiedad 3 que antecede se aplica 
con g = e; gdivide estrictamente al m.c.d. de f y m, luego 


N.=(0)cNe=NJ. 


Así, para que el núcleo de la aplicación f(a) sea de dimensión positiva, es 
necesario y suficiente que el m.c.d. de f y m sea de grado positivo. 


4. Consideremos un divisor f(u) del polinomio minimo m(u) de la aplicación 
lineal a. Supongamos que f(u) sea de grado positivo y que el coeficiente de su 
término de más alto grado se haya reducido a la unidad, e (€ 4). Sabemos (teo- 
rema 1) que el núcleo Nu) es un subespacio invariante para a y se puede hablar 
de la restricción a! de a al subespacio N',; veamos que el polinomio f(u) es el 
polinomio mínimo de a” 

Llamemos ¡(u) al polinomio mínimo de a'. La restricción de f(a) a Ny es 


fas) : 
fajz=flajz si zENy; 


luego, según la propia definición de JW» : 
f(a)x =0, VieN,, 


f(a') es la aplicación nula, 0”, de N ren sí mismo. Luego f(u) es un múltiplo de 
¡(u) y por consiguiente NW, < Ny. 
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Reciprocamente, consideremos el vector transformado de x €N”, por u(a) : 
p(ajz = p(a)z = Oz =0, Vie. 
luego (a) transforma cualquier vector x € N', en el vector cero, y por lo tanto 
N1SN jp donde Ny=N, 


siendo p(u) divisor de f(u), es imposible, según la propiedad 3, que sea un di- 
visor propio, de donde 


f(u) = lu). 


5. Consideremos ahora r polinomios, fiu), ..., fr(u), los núcleos Na, =.., Nr 
de las aplicaciones correspondientes, y su m.c.m. h(u). Vamos a mostrar que 


Ni=N1 +. ++ 
Pongamos 
(1) h(u) = f(u)hu(u) (i=1,2,..., 1) 


Siendo los hi primos entre sí en su conjunto, lo que se traduce por la relación de 
Bezout generalizada 


(2) si(u)hi(u) + ... + sr(u)hr(u) =e, — silu) € Alu] 
(que se establece fácilmente por recurrencia sobre r). 
Como fi divide a h, se tiene 


NS Na 
y por consiguiente: 


Nit. + NS Nh. 


Veamos que se cumple la inclusión inversa. Según la identidad (2) se 
puede escribir, para todo vector x de €, 


dc 2 = la = [s(a)la(a) +... + s(a)ho(a)]z 


(3) z = si(a)u(a)z +... + srla)ir(ajz ; 
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para un vector z EN», tenemos: 
h(ajz =0, 


es decir, según la relación (1): 
hia)h(a)z = 0, 


lo que demuestra que 
hiajz EN. 


Pero se sabe que W+es un subespacio invariante de a, de todas sus potencias y 
de todo polinomio en a, en particular de sda). Por consiguiente el vector 
2; = sila)hi(a)z pertenece a N4 (en cuanto x EN»), y (3) se escribe: 


(4) I=a+t ++. +% WreNa 


con 2 EN4; luego 
MENÑ+.+)N» 
y, en consecuencia, vale la igualdad. 


Supongamos ahora los polinomios f, primos entre sí dos a dos; su m.c.m.h 
es entonces su producto. 

Uno cualquiera de estos polinomios fi, es primo con fa,.., fia, fi+1, «0», fr, lUEgo 
lo es con su producto y tendremos, según la propiedad 2, 


NON EN) =W00  (i= 1, ...1) 


de donde resulta que la suma de los núcleos es directa. Podemos enunciar: 
Cuando los polinomios f, son primos entre si, el núcleo N'» de su producto h 
es la suma directa de sus núcleos: 


N=NM10 .. ON, 
y por consiguiente cada vector x€N'» es, de un modo único, la suma de vec- 
tores 11 EN: 
LI=M +. + Ir. 


Aplicación al polinomio mínimo m(u) de a. — Consideremos la descomposi- 
ción de m(u) en factores irreducibles sobre el cuerpo 4 : 


m(u) = [q(u)J ... [g(u)Jer  (pe> 1,r > 1) 
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teniendo los factores qu(u) coeficientes de 4. Por ser irreducibles, estos factores 
son necesariamente primos entre sí dos a dos, y lo mismo sus potencias. Se puede 
aplicar lo precedente; como m(a) = 0, el núcleo Nm(a) es el espacio $ y vemos 
que: 


llamando Ns al núcleo de 
[gi(a)Je: 


podemos enunciar, pues, el fundamental resultado siguiente: 


Teorema 2.—A la descomposición en factores irreducibles del polinomio 
mínimo m(u) sobre el cuerpo A corresponde una descomposición del espacio 8 
en suma directa de subespacios cuyo número es igual al número de factores 
distintos que figuran en la descomposición de m(u). 


Designemos por vi la dimensión del subespacio WN y en cada uno de estos 
subespacios tomemos una base: 


Ni= (01) <-> %t01)- 


Uniendo estas bases obtenemos una base de $. 


(5) (1x1) =.-, 97) = 6 


pues 


Ni = (01) O ... O (0). 
Resulta que, si n es la dimensión de €, tenemos 
RN=V1 +... +0 


Volviendo a la aplicación lineal a, examinemos el aspecto de la matriz A 
que la representa cuando se toma para 8 la base (5) (base, por lo demás, no 
definida de modo único, en general). Para ello, examinemos cómo se transtorma 
por a el vector de base py €N y. Puesto que N' es un subespacio invariante 
para a, avi EN; resulta que la componente de av, respecto a uno cualquiera 
de los vectores de base situados fuera de N' es nula. Nos vemos conducidos a 
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distinguir en la matriz 


LES 


agrupaciones de vr, ..., Vi, «.«« líneas y columnas. La columna donde figuran las 
coordenadas de ay EN está situada en el grupo de orden ¿; los elementos de 
esta columna son nulos, salvo los que corresponden a los vectores de base de 
N';, los que están situados sobre las vy filas de la agrupación de orden i. 

Aparte de los cuadrados que tienen como diagonal la diagonal principal 
de A, y que corresponden a los subespacios Ns, todos los elementos son ceros, y 
la matriz tiene el aspecto siguiente: 


Ni 


I Ar 


esta matriz aparece descompuesta en r submatrices a lo largo de la diagonal 
principal, y fuera de ellas no tiene más que ceros. Designemos por As la matríz 
que corresponde a N': es la matriz de la restricción a; de a al subespacio inva- 
riante Ny. Pero, según la propiedad 4, sabemos que el polinomio mínimo de a; 
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o de la matriz correspondiente A+, nó es otra cosa que el divisor correspondiente 
de m(u), es decir, 


[gu(u)Je. 


Así hemos encontrado una forma reducida notable de A que corresponde a 
una descomposición del espacio en suma directa. 


$ 6. Ecuación característica 


Un caso notable es aquel en que el cuerpo considerado 4 es el de los nú- 
meros complejos, como vamos a suponer desde ahora. En este caso el polinomio 
m(u) se descompone en factores lineales. 

De modo general, busquemos primero con qué condición un polinomio de 
primer grado 


fu) =u—A, 2€4, 
divide al polinomio mínimo m(u) de la aplicación lineal a. 


Teorema 1. — Para que f(u) = u— A (A € 4) divida al polinomio m(u) de a, 
es necesario y suficiente que exista en el espacio vectorial E considerado, un 
vector no nulo x satisfaciendo a la ecuación 


0) (a — Mz =0. 

1.4 Si m es de grado l, y si f =u— A divide a m, tenemos m = f, luego 
mía) =a—AM= 0; a es una homotecia, la matriz correspondiente A es una 
matriz escalar, y todo vector no nulo x se transforma en 0 por a — A = 0. 

Si m es de grado > 1,f =u—A es un divisor propio, el núcleo Ny tiene 


dimensión > 0: existe en efecto un vector no nulo ze Ny, tal que f(ajz = 0, es 
decir 


(a — A)z =0. 
2.2 Reciprocamente, supongamos que exista un vector x 0 tal que 
(a — Az =0. 


es decir, que z pertenece al núcleo y.) poniendo f(u) = u — A. Pero 


Nro =WV med. (mm 
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y puesto que este núcleo es de dimensión > 1,el m.c.d. tiene de grado al menos 1, 
lo que exige, por ser f de grado 1, que este m.c.d. sea el propio f. Luego f divide 


a m(u). 
Es fácil expresar de otro modo la condición precedente. Tomemos una base 
de 8 y llamemos A = || ay || la matriz de a en esa base; la aplicación lineal 


a—Al tiene por matriz 
|| 24 — 256 | 


y la relación (1) es equivalente al sistema de ecuaciones (1) que se obtiene al 
escribir que cada coordenada del vector (a — Af)x es nula, o sea, designando por 
Ey las coordenadas de x: 


«ay MJ. 


(1) Y (au — Wulér =0, (i = 


k=1 


La condición del teorema 1 significa que existe un sistema de n coordenadas 
€1, ..., Enno todas nulas, satisfaciendo al sistema (1/). Para ello es necesario y 
suficiente que el determinante del sistema sea nulo 


lo que se escribe 
|LA=M|=0 donde det (A —A/) =0, 


Esta es una ecuación en A cuyo primer miembro se indica por (— 1)"p(M). 
Se llama a p(A) el polinomio característico de la aplicación a, y p(A) =0€es su 
ecuación característica. 

Vemos con esto que todo cero A del polinomio minimo es un cero del 
polinomio característico (de grado n) y que inversamente todo cero del polinomio 
característico es un cero del polinomio minimo. Los dos polinomios m(u) y p(u) 
tienen los mismos ceros (con órdenes de multiplicidad generalmente diferentes); 
estos ceros se llaman los valores característicos (también valores propios) de la 
matriz Á o de la aplicación lineal a. 

La ecuación caracteristica expresa que la matriz ll a—Al Il es singular; el 
conjunto de sus valores característicos se llama el espectro de la matriz A, o de 
la aplicación lineal a. 
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Para un valor característico A, existe al menos un vector no nulo x que veri- 
fica la ecuación (1): un vector tal se llama vector propio de la aplicación lineal a, 
o de la matriz A. Geométricamente un vector propio es un vector tal que el sub- 
espacio que engendra (de dimensión 1, por lo que se llama recta) sea invariante 
de a. 

Los vectores propios, los valores característicos y el polinomio característico 
de una aplicación lineal a son, por definición, entes independientes de la base 
elegida en el espacio 8. Consideremos dos bases de este espacio 


E = (81, ..., 4n) = (br, 


m) 


y las matrices equivalentes A y B = TAT—1 que representan a a en una u otra 
de estas bases; T representa la matriz regular que ha definido el cambio de base 
(8 4). Las matrices A y B tienen el mismo polinomio característico. Por lo demás, 
ello se comprueba fácilmente poniendo 


BM =TAT1—M = T(A — M)T= 


de donde 
det (B — AM) = det (A — A) 


puesto que los determinantes de T y de T—1 son inversos uno de otro. 
Si desarrollamos el polinomio característico de la matriz A = || ay II 


P(A) = det (AZ — A) = MM — 402 +... + (— 1)0tn 


los coeficientes tg de este polinomio son invariantes en todo cambio de base; el 
primero 


ti = Qu +... + Ann, 


suma de los elementos de la diagonal principal de la matriz A se llama la traza 
de la matriz A o de la aplicación lineal a que ella representa. La constante ta 
es el determinante de A. 


Consideremos una aplicación lineal a de 8 en sí mismo y la matriz A que 
representa a a en una cierta base, Sea A un valor caracteristico; existe un vector 
x40 tal que 


ar = Ax. 


Volvamos a aplicar a: 
alz = a(dx) = Aaz) = Mz. 
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De paso en paso obtenemos las igualdades siguientes: 


| (lx = 2) 
ax = Ax 
ax = Xx 
2) A 
az = Nz 


Si A es un valor característico de la aplicación a con el vector propio x, AE 
es valor característico de la aplicación a* con el mismo vector propio x. 


Dado un polinomio 
p(u) = crak +... + cu + Co (c« € 4) 
consideremos la aplicación 


(a) = cra +... + cia + Col 


Sea x un vector propio de a correspondiente al valer característico A; las relacio- 
nes (2) multiplicadas respectivamente por co, C1, ..., Cr y Sumadas miembro a 
miembro conducen a 


Hale = 40. 


Por consiguiente: Si A es un valor característico de a con el vector propio x, y 
si p(u) es un polinomio cualquiera con coeficiente en 4, (A) es valor caracteris- 
tico de pa) con el vector propio x. 

Los conocimientos sobre los valores característicos de una aplicación lineal a 
nos dan asi información sobre los de la aplicación lineal p(a). Si los valores 
(A) son todos distintos, el procedimiento nos da todos los valores caracteris- 
ticos de y(a). 

Hemos visto que el polinomio mínimo m(u) y el polinomio característico p(u) 
de una aplicación lineal a tienen las mismas raices (con órdenes de multiplicidad 
generalmente diferentes). Ahora bien, m(u)es el polinomio de grado mínimo 
anulado por A, m(A) = 0, y todo polinomio anulado por A es múltiplo de m(u). 
Es natural preguntarse si el polinomio característico tiene esa propiedad. La res- 
puesta está dada por el teorema siguiente: 


Teorema 2 (teorema de Hamilton-Cayley). — Toda matriz A verifica a su 
ecuación característica: 


HU =0: 
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Ello resulta del lema general siguiente: 


Lema. — Siendo Mo, ..., Mx matrices cuadradas de orden n sobre el cuerpo 
Á y designando u una indeterminada, consideremos el polinomio 


P(u) = Mur +... + Mo € Mu] 
y supongamos que se tenga, para una matriz A, permutable con las M 
P(A) = MiAF +... + Mo =0, 


entonces, A también verifica la ecuación 
det P(u) = 0. 
Señalemos primero que una vez demostrado el lema el teorema es inmediato, 


pues basta aplicar el lema al polinomio P(u) = A— lu, en el cual k= 1, 
M=A,M=-—lI; 


P(A)=0 pues A—I1A=A—A=0 
y como se tiene 
det P(u) = det (A — lu) = p(u), 
resulta 
p(4) =0. 
Demostremos el lema, 


P(u) es una matriz cuyos elementos son polinomios en u de grado < k con 


coeficientes de 4: en' efecto, si My = || mk [|,se tiene 
Pu) = || mijux +... + mi || = || pos ||. 


El determinante p(u) de P(u) es, pues, un polinomio en u de grado< nk, 
con coeficientes de A: 


plu) = det P(u) = ragurk +... + Fo, Ti €d. 


Designemos por qu el menor de p« tomado con su signo exterior, y por Q 
la matriz de las qys (llamada a veces matriz adjunta de P), 
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Tenemos: 


8) AN | = pz 


Ahora bien, los elementos de (Q son polinomios en u de grado < (n—1)k y 
coeficientes de 4 y se puede escribir: 


E A 


(donde cada N; es una matriz-n X n sobre el cuerpo 4). 
La igualdad (3) se escribe 


(8) [Wi—nxer—DH +... + No] [Mruk +... + Mo] = plu) 
=raxlurk +... + Tol 


y esta igualdad (3') subsiste si cambiamos la indeterminada u por la matriz A, 
puesto que ésta es permutable con las My por hipótesis; tenemos pues: 


(4) PA) = [Nay ADE +... + No] [Mi A* +... + Mo] 
= QANP(A), 


y, hecha la hipótesis, P(A) = 0, implica p(A) =0. 


Puesto que se anula para A, el polinomio característico es un múltiplo del 
polinomio minimo mu) : 


p(u) = miuyp(u). 


Ahora bien, sabemos ya que los dos polinomios tienen las mismas raices; resulta 
ahora que éstas tienen en el polinomio característico un orden de multiplicidad 
por lo menos igual al que tienen en el polinomio minimo. En particular, siempre 
que el polinomio característico p(u) tenga sólo raices simples, el polinomio mi- 
nimo tiene también raices simples, y coincide con el característico: p(u) = m(u). 
Estudiemos el caso importante en que m(u) tiene sólo raíces simples: 


mía) = (u— A)... (Uu— Ar), AA. 


cada uno de los polinomios fx = u— A es divisor de m(u) y su grado es po- 
sitivo. Hay, pues, un núcleo WN” de dimensión vx > 0: 


Nr=(2€8; (a— Mr =0). 
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Elijamos una base del núcleo JW; : 
Nr = (0x1, ..., 0x0): 


Puesto que los factores lineales u — Ax son primos entre sí dos a dos, el espacio 
vectorial 8 es la suma directa de los núcleos correspondientes: 


E=N1ON20.. ON» 
y el espacio 8 admite la base 
E = (012, ..2, Par ==0, Orly «0», Orv,)» 


Con esta base, la matriz de la aplicación a se escribe: 


[Av sta O seas O ines 0 l 

Il l 
[bots es Deus 0 | 
a-| I 
Ú . l 

[0 ..... Visio cs o! 

$ | 

lo... Di A | 


sus columnas son los vectores av, transformados de los vectores de la base por a. 
Elegida la base, se obtiene una matriz diagonal, siendo los elementos de la dia- 
gonal los valores característicos escritos cada uno vz veces, donde vz es la di- 
mensión del núcleo correspondiente y el orden de multiplicidad de la raíz Az de 
la ecuación característica. Tal matriz diagonal se escribe abreviadamente así 


A O A | 


Reciprocamente, si para una elección conveniente de la base € = (41, ..., 4n), 
la matriz A de a se puede poner en forma diagonal, 
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todas las raices de la ecuación mínima son simples 
En efecto, tenemos 


(5) ad; = Pr 
y, por consiguiente, si ponemos 


fu) =u—pr  (ur€e 4), 


se tiene 
filaja: = 0. 


Puesto que ax es un vector no nulo es un vector propio y px es un valor caracte- 
rístico, luego u — pe divide a m(u). 


Consideremos los ¡4 que son distintos, sean 4, pio, »., Meir, Y formemos 
el polinomio 
g(u) = (u — pu) «.. (U— 41); 


producto de factores lineales primos entre sí dos a dos y divisores todos de m(u), 
luego g(u) divide a m(u). 

Vamos a ver que m(u) divide a g(u), y para ello que g(a) es la aplicación 
nula: 


gla) = (a — pu 1) ... (a — pad); 


los factores son permutables, luego se puede poner al final el factor a — px y 
entonces, según (5), se tiene 


g(aJaz = .... (a — pxJar = 0; 
y siendo esto verdad para cada vector fundamental ax, resulta que 
gla) =0 


y en consecuencia m(u) divide a g(u), de donde, finalmente, m(u) = g(u), polino- 
mio que tiene simples todos sus ceros. Podemos enunciar: 


Teorema 3. — Para que por una elección conveniente de la base se pueda 
poner una matriz en forma diagonal, es necesario y suficiente que la ecuación 
mínima de esta matriz tenga solamente raices simples. 


Poniéndonos en el caso del teorema precedente, volvamos a la proposición 
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directa. 
Podemos utilizar la matriz diagonal A” =[A1, ..., Ar; 
el polinomio característico, lo que da 


«5 Ary «.., Ar] para formar 


plu) = (u — Aya ... (u — Ar)” 


Si estamos en el caso más particular en que el polinomio característico tiene 
todos sus ceros simples, todos los yx son iguales a 1 y cada núcleo JN”; tiene un 
solo vector de base. Luego: 


Corolario. — Cuando el polinomio característico tiene todos sus ceros sim- 
ples, a cada uno de estos ceros corresponde un vector propio, definido a menos 
de un factor no nulo, y estos n vectores forman una base del espacio €. Elegida 
esta base, la matriz de la aplicación lineal se reduce a la forma diagonal. 


CAPITULO X 


CUERPOS. ECUACIONES ALGEBRAICAS 


$ 1. Extensiones simples 


Sea K = k(a)una extensión simple de un cuerpo k (cap. IV, $ 3). Supondre- 
mos K conmutativo y, por ende, también k (en general, salvo en los $ 4 y 9, los 
cuerpos considerados en este capitulo serán conmutativos). 

A cada polinomio ¡(x) del anillo kf[x], asociemos su valor f(a) para x= a. 
La aplicación así definida, 


(0) H(=) > [(a) 


es un homomorfismo que aplica el anillo de polinomios X[x] sobre el anillo 
ka] (< K): 


(0) kx] — ka]. 


Las constantes a € k coinciden con su imagen respectiva. 
Según el teorema de homomorfismo para los anillos (cap. IV, $ 7) tendremos 
el isomorfismo 


k2]/a = Ha] 

donde a, núcleo del homomorfismo 6, es el ideal de polinomios f € k[x] nulos para 
T=AM. 

En este isomorfismo, cada elemento a de k es también su propia imagen, 
hecho que expresaremos diciendo que se trata de un isomorfismo sobre k. 

Puesto que k[a] es un dominio de integridad (por ser subanillo de un cuer- 
po), el anillo isomorto A[x]/a lo es también y, en consecuencia, a es un ideal 
primo. 
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k(a) es una expresión polinómica f(a) en a;si se reemplaza f(x) por su resto 
r(x) módulo p(x) 


f(x) = plajg(x) + r(x) grado de r < v 
se obtiene 


(2) E= fla) =r(a) =cw0 +04... + co Pl (04€) 


Esta representación es única (puesto que y es mínimo). Enunciaremos: 

Teorema 1.— Una extensión algebraica simple k(a) de un cuerpo k es iso- 
morfa sobre k con el cuerpo de las clases residuales k[x]/(p(x)) donde p(x) es 
un polinomio irreducible sobre k, de grado v [v>2 si k(a) + k].Todo elemento E 
de k(a) admite una expresión polinómica en a de grado < w— 1, con coeficien- 
tes de k, y esta representación (2) es única. 


Son oportunos dos complementos importantes del teorema precedente, pun- 
tos de partida para otros resultados. 

1,+ La existencia y unicidad de la representación de cada elemento de k(a) en 
la forma 


(2) E=C0 +10 +... + C_,0 (cs Ek) 


significan que la extensión algebraica simple k(a) es un espacio vectorial de di- 
mensión v sobre el cuerpo k, y que para este espacio vectorial se tiene la base 


(0 =e, a,..., 1). 


Además, los elementos de esta base se multiplican según la ley (asociativa) 


r-1 


a-a= ) Yrsj tal, Yr.st Ek, 


donde el segundo miembro se obtiene reemplazando zx por a en el resto de la 
división de z'** por p(x); k(a) es, pues, un álgebra asociativa sobre k. 

De un modo general, todo supercuerpo k'de un cuerpo k es un espacio vec- 
torial sobre k (cap. VIII, S 1). 

La dimensión de k' considerado como espacio vectorial sobre k es, por defi- 
nición, el grado, de k', extensión de k, y se indica 


(k : k). 
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El grado puede ser finito o infinito. En el caso de una extensión simple 
k' = k(a), el grado (k' : k) es finito si la extensión es algebraica, y es infinito 
si la extensión es trascendente. Sabemos, en efecto, que toda extensión alge- 
braica simple es de grado finito » (grado del polinomio característico de a) y 
reciprocamente si k(a) es de grado finito v y los v+ 1 elementos e=a0, a,..., a” 
serán linealmente dependientes sobre k, y habrá elementos a; de k no todos nu- 
los tales que 

lo + aa +... +00 =0 


es decir, a verifica la ecuación .algebraica 


plz) =0 donde, plz) = 00 + az +... +47 Eh[x), pla) 40. 


2. El polinomio p(x) del anillo k[x], polinomio característico de la extensión 
algebraica simple k(a), admite en X(a), y en todo supercuerpo K de k(a), la 
raíz a, y es irreducible sobre k. Como sabemos (cap. IV, $ 7) esto exige que  p(x) 
sea divisible por z—a: 


plx) = (2 — a)pilz) 


donde pr(x) es un polinomio con coeficientes en k(a) (< K). 
Tenemos, pues, en el anillo K[x] (k C k(a) <€ K) una descomposición de la 
forma 
plz) = (2 — as) ... (2 — ar) quíz) ... qalz) (r>4,s> 0) 


donde as =a y los eventuales q«, son polinomios irreducibles sobre K de 
grado > 1. Las ay son los ceros de p(=) sobre K. 


$ 2. Cuerpo de ruptura. Cuerpo de descomposición 


El problema inverso es importante. En vez de darnos la extensión simple 
k(a) y estudiarla mediante su polinomio caracteristico p(x), partamos de un po- 
linomio f(x) irreducible sobre k en el anillo k[x], e intentemos construir una 
extensión simple k' = k(£) de ken la cual f(x) admita £ como cero. Una exten- 
sión simple tal, se llama cuerpo de ruptura del polinomio f(x). El método para 
construirlo, debido a Cauchy, es el de adjunción Simbólica. 

Puesto que f es irreducible sobre k, el ideal (f) en el anillo k[x] es máximo 
y el anillo cociente k[x]/(/) es un cuerpo 2; dos constantes (es decir, dos elemen= 
tos de k) si son distintas no serán congruentes módulo f, luego pertenecerán a 
dos clases distintas, y en consecuencia el cuerpo 3 = k[x]/(f) contiene un sub- 
cuerpo k isomorfo con k, conjunto de las clases módulo f que contienen a las 
constantes, Identificaremos k con k, y consideraremos a 2 como un supercuerpo 
de k. 

Si [eZ es la clase a que pertenece el polinomio x, el polinomio 
p=ro+ rim +.. + rat” pertenecerá a la clase p=r0+ril +... + Fab”. 
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Las clases $ € Z son, pues, expresiones polinómicas en [, y se tiene 
Ze H]< HD) <z 


por lo que vale la igualdad y 2 es una extensión simple de k : 
2 =K). 


El polinomio dado f = do + 412 + ... + Az", pertenece a la clase 0, 0€ 2, 
pero también, según lo que precede a la clase 


do + al +... + Amb”. 


En Z se tiene la igualdad 
do + al +... + Amb” =0, 


luego la extensión simple 2 = k(£) es algebraica y en ella el elemento £ de Z 
es un cero de f, Como f es irreducible sobre k, es f el polinomio característico de 
2 (0 de £) salvo un factor an, coeficiente director de f. El cuerpo Z es un cuerpo 
de ruptura de f. 

Dos extensiones algebraicas simples k(a), k(8) contenidas en sendos super- 
cuerpos K, L de k, pueden tener el mismo polinomio caracteristico f(x) y consti- 
tuir dos cuerpos de ruptura de este polinomio. Pero entonces ambas son isomor- 
fas con el cuerpo k[x]/(f), y por lo tanto isomorfas entre si en el isomorfismo 


¿E=0+ ar. + at l>s 9 0 HAB + 1 
que es un isomorfismo sobre k. De este modo: 


Teorema 1.— Dos cuerpos de ruptura sobre k de un polinomio irreducible 
F(x) del anillo k[x], son isomorfos sobre k. 


Ejemplos. — 1. El método de adjunción simbólica permite definir de mode 
completamente algebraico el cuerpo de ruptura QY/2) del polinomio 22 — 2 sobre 
el cuerpo de los racionales Q, y en particular el número v2;y, análogamente, el 
cuerpo de ruptura R(i) del polinomio a? + 1 sobre el cuerpo de los números rea- 
les, es decir, los números complejos. 


2. Indicando, como siempre por Q el cuerpo de los racionales, la extensión 
simple 


Z =Q(y2) <€ R 
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es un cuerpo de ruptura del polinomio p(x) = 23 — 2, irreducible sobre Q. Sobre 
£, se tendrá la descomposición 


Ha) =(2— 4/2) (2 +12/2+ 42) 


cuyo segundo factor es irreducible sobre Z y también sobre R. Aquí el pasar al 
cuerpo de ruptura ha hecho aparecer sólo un factor lineal. 

Según el teorema 2, los cuerpos Q(y/2) y QUiy/2), donde ¡=(—4+i4/3)/2, 
son isomorfos sobre Q. 

Si sobre un cuerpo de ruptura 2, = k(Z1), un polinomio f del anillo k[x] 
irreducible sobre k se descompone en factores irreducibles que no son todos linea- 
les, resulta natural considerar un cuerpo de ruptura Zz = Zi(L2) de un tal poli- 
nomio factor y realizar la descomposición de f en factores irreducibles sobre Za : 
en ésta aparecen más factores lineales que en la descomposición sobre Z. 
La reiteración de este procedimiento conduce pues, al cabo de un número finito A 
de operaciones a un cuerpo X, sobre el cual f se descompone enteramente en 
factores lineales: 


Teorema 2.— Dado un polinomio f € k[x] irreducible sobre k, existe una 
extensión Ey de k obtenida por una sucesión de x extensiones algebraicas sim- 
ples, sobre la que f(x) se descompone totalmente en factores lineales. 


Sean k un cuerpo y f(x) un polinomio del anillo k[x]. 


Definición. — Dados k y f(x) € Kx] que no se descompone totalmente en 
factores lineales sobre k, se llama cuerpo de descomposición * de f (sobre k), un 
supercuerpo 4 de k tal que 


1.» Sobre A,f se descompone totalmente en factores lineales; 


2.» Sobre cualquier cuerpo intermedio 2 (si es que existe) 
keczcd (estrictamente), 
no se puede descomponer en factores todos lineales. 
de di t todos lineal: 


Observación 1.—Si f, sobre k, se descompone ya en factores lineales se to- 
mará 4 = k. En este caso puede ser interesante ver si se podría reemplazar k 
por su menor subcuerpo K'que contenga a todos los coeficientes de f, (k' será la 
intersección de todos los subcuerpos de k que contienen a dichos coeficientes a), 
y buscar un cuerpo de descomposición 4'asociado a k',supercuerpo minimal de 
K' sobre el que f se descomponga en factores lineales. 


1 Diversos autores dicen cuerpo (o campo) raíz en vez de cuerpo de descomposición, (N. del 7.) 
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Ejemplo: 
f=2e—2k=R, 4=R. 
*=Q, 4=0Q(y2). 


Observación 2. —Por esta definición 4 es evidentemente el mismo para f que 
para el cociente f1 de f por los factores lineales de Í en Hz]. 

Es fácil demostrar que k(ax, ..., an) = 4, donde las a, son los ceros de f en 
el supercuerpo 2, construido en $ 1, es un cuerpo de descomposición sobre k. 

En efecto, sea kC Z < 4 y supongamos que se tenga una descomposición 
de f 


a) Ha) =Me—Br ..(—Bn  BieZ 


con factores lineales en Z[x]. Puesto que Z[x] < 4[x), esta descomposición coin= 
cide con la 


(2) HKx=) = a(a — ax) ... (1 — an) a Ed 


en 4[x], ya que 4[x] es un anillo con factorización única. Por consiguiente las as 
pertenecen a 2 y 4 =k(01, ..., 4n)= Y (cap. IV, $ 6, teor. 5). 

Demostremos que recíprocamente, todo cuerpo de descomposición 4 puede 
obtenerse a partir de k por la formación sucesiva de extensiones simples en nú- 
mero finito, 

Siendo 4 (> k) un cuerpo de descomposición de f(x) € k[x], sean 


(8) 1) = pua)palz) ... príz) en Mal, 
(4) f(2) = a(z — ax)... en  4A[x], ase 4 


las descomposiciones de Í en factores irreducibles p1 sobre k, y en factores li- 
neales en A[z]. 


Siendo 4[x] un anillo factorial, se tiene (con notaciones convenientes) 
pix) = c(x — ax)... 


y 0a1ék si es grado de px > 1. Entonces k(a1) será una extensión simple de k, 
necesariamente algebraica, ya que pr(a1) = 0 
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El polinomio px(x) pertenece “al ideal as de los polinomios de k[x] nulos para 
x = ax, que es el ideal engendrado por el polinomio característico de as, qx). 
Como pa1 es irreducible sobre k, q1 sólo difiere de él en un factor constante; las 
congruencias f = g(p) y f = g(q1) se verifican simultáneamente, y tendremos: 


k(a1) = M2]/m = kx1/px- 


Reemplazando k por k, = k(a1), se tiene una descomposición de f en ka[=] 
análoga a (3): si los nuevos factores irreducibies pf son todos lineales se ha 
concluido, 4 = k1;si no, se volverá a empezar sobre un factor Pi irreducible de 
grado > 1. Después de un número finito A de operaciones se obtendrá 4 = ha 
con ki+1=ki(a:+1), siendo az, ..., az ciertos ceros de f en 4. 

Ahora nos proponemos demostrar que dos cuerpos de descomposición del 
polinomio f(x) € k[x] son isomorfos. 


Definición. — Dados dos anillos o dos cuerpos k, TR isomorfos en un iso- 
morfismo q 


(p) k=k k = pk 


y dos superanillos o supercuerpos respectivos K, K, se dice que un isomorfismo 
Dde Ksobre K 


(0) K=K K=0K 
es prolongación de p (o prolonga a q), si su restricción a k coincide con p : 
Di=qx Vrek 
Más generalmente, si K, XK son dos extensiones de k, k, respectivamente, es 


decir, contienen dos anillos o dos subcuerpos k', k' isomorfos con k, k, en los 
isomorfismos Y, 7: 


KSK, K=k (m E SxX, 


k' y K' resultan isomorfos en el isomorfismo P” = 7 pp : 
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y se dirá que 9 prolonga a p si 


Di = pz Vixiek 
es decir, si la restricción de 9 al subconjunto k' es p! 


Casos particulares. — 1. Sea p la identidad (luego k =k). En tal caso d es 
un isomorfismo sobre k, o k-isomorfismo. 


1”. Dado el isomorfismo 
consideremos los anillos 


La aplicación 


do + MI +... + ana? —> Do + UL. + nar 


donde a; = pas, es un isomorfismo “Y que aplica el anillo A sobre XA y prolon- 
gaa q. 

IL Si f= fifa, P(f) == fifa» donde ji = P(fi) e inversamente (consi- 
derando el isomorfismo inverso Y= que prolonga al 71): luego, los polinomios 
irreducibles de los dos anillos A y A. se corresponden biunivocamente, 

Establecido esto, sean p y p = P(p) dos de tales polinomios irreducibles 
correspondiéndose. Consideremos los cuerpos de ruptura 


p=Hl(p)  ¿=Ha/(p) 


definidos como anillos de las clases de restos módulo p, o p.Una clase C € k[x]/(p) 
está formada de polinomios f, g, ... congruentes dos a dos módulo p : f — g = 4p; 
sus imágenes YW(f), P(g), ... son congruentes módulo '5 = W(p) e inversamente, 
luego constituyen una clase C € X[x]/(p); al poner T = Y*(C), definimos * una 
aplicación biyectiva de P sobre ¡, y esta aplicación respeta la adición y la mul- 
tiplicación de clases, puesto que Yes un isomorfismo. 

Asi, los dos cuerpos de ruptura Hx]/(p) = p, Hx1/(p) = P, son isomorfos en 
el isomorfismo Y* prolongación del isomorfismo dado q. 


1 Definimos. T= Y*(C) si  Taj=Y*(f) donde feC. 
Luego Y* ex un irfismo que aplica p sobre 5. Además, este isomortismo prolonga 9. En efecto. 
sea a un elemento de ki la co a € Hz] pertenece, módulo p, «a una clase C cuya imagen 
w*(C) =C ex la clase que contiene la constante Y(a), Y(a) = ola) (EX). 
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IV. Consideremos ahora dos cuerpos de ruptura cualesquiera k(a) de p y 
k(3) de p; sabemos ya que k(a) es isomorfo con p en un isomorfismo a sobre k 
(o k-isomorfismo), y lo análogo para (3) : tendremos, pues, la sucesión de iso- 
morfismos. 


ka) = K21/(p) = Ha1/(p) = K(6). 
Ya 


o sg 


Entonces q =6-1P* a es un isomorfismo que aplica k(a) sobre Fla) ; 
q prolonga a q,puesto que, si a € k, a(a) es la clase C módulo p que contiene 
a aype(C)=E es la clase que contiene a Y(a) = p(a) Ek y oC es el elemento 


pla) de E. 
Además, las imágenes sucesivas de a son g(a) = X, clase módulo p que 


contiene az 1, Y*o(a) = X, clase que contiene a z módulo p, y 
pa) = —P*o(a) = 5(X) = 3. 
Con esto resulta que, si 


¿E=o+ar +... +00. (04 €k) 


es la representación canónica de un elemento £ € k(a), su transformado vendrá 
representado por 


pue) = To + dt 


donde, naturalmente, e 
Ti = plci) ER. 


Esta conclusión se resume en el 
Teorema 3.—Los dos cuerpos de ruptura k(«) de p y K(a) de p = Y») 
son isomorfos en un isomorfismo ps prologanción de q, pi, definido por 
ps =5"P*g o por 
E=c+aa qe. + 0101 >qplé) =0 + Gt. + E 10, 


con E = qlci). 


Consideremos ahora un polinomio cualquiera f(x) € kx] y sea, con las nota- 


k[x] > kl: 


tal isomorfismo, 
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ciones precedentes, f(x) = YH su imagen en kx] donde k= p(k) y Y pro- 
longa a p. 


Teorema 4. — Dos cuerpos de descomposición 4 de f y Á de T son isomorfos 
en un isomorfismo D prolongación de p. 
1.» Supongamos primero que todos los ceros de f estén en k, luego 4 = 


f(x) = a(z — ax) ... (1 — an) ack,a Ek 
de donde, para f = Y(f), vale la descomposición 


[(2) = a(a — 61) ... (1 — din) 
donde 
= pla) Ek, ú= plas) ER. 


Resulta también 4 = k, y el isomorfismo buscado Dd no es otro que Q- 


2." Supongamos ahora que f(x), de grado n, tenga exactamente m ceros as 
fuera de k (0 < m< n); y demostremos el teorema por recurrencia, suponiéndolo 
verdadero para todo polinomio de kx] que tenga menos de m raices fuera de k. 
Por 1.*, el teorema es cierto para m = 0no ha lugar a examinar el caso m = 1, 
puesto que un polinomio de k[x] no puede tener una sola raíz fuera de k. 

Sea 


(5) Í = Pa -. Pr 


la descomposición de f en k[x] en factores irreducibles ps, donde uno al menos, 
px, es de grado ni > 1. 
Aplicando el isomorfismo de anillos Y, se pasa de (5) a 


(6) YN =]= Da - pr 


donde P(pi) = pu es irreducible y el grado de P1 es mn. 
Sean a € 4 un cero de pi, y 4 €Á un cero de ¿1 = P(pr). 
Como se ha visto más arriba, k(a1) (< 4) es un cuerpo de ruptura de px(x) ; 
e igualmente, (31) (<A) es un cuerpo de ruptura de ¿1 = P(p1.) Por el teore- 
ma 3 existe un isomorfismo q que prolonga p y aplica k(a1)=4, sobre k(1)= Ta. 
Como f tiene menos de m raices fuera de k,, existe por la hipótesis de recu- 
rrencia, un isomorfismo 9 entre lostcuerpos de descomposición 4, 


(b) A4A=4, 4=G(4). 
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Como 9, prolonga a qx y, por consiguiente, a q, es el isomorfismo buscado. 
Para el caso particular k = k, puede enunciarse: 


Teorema 5.— Dos cuerpos de descomposición A, A'de un mismo polinomio 
f € kx] son isomorfos sobre k. 

Se dirá, pues, el cuerpo (y no un cuerpo) de descomposición de un polinomio 
f(x) e Hz] ; entendiéndose que este cuerpo está definido salvo isomorfismos. 


$ 3. Extensiones finitas, elementos algebraicos 


Sea K un supercuerpo de k; la dimensión de K considerado como espacio 
vectorial sobre k ha sido llamada grado de K (con relación a k); si este grado 
(K : k) es finito, se dice que K es una extensión finita de k, o mejor una extensión 
de dimensión finita o de grado finito. Si (K : k) = oo, se dice que K es extensión 
infinita de k. 

Se dice, por otra parte, que un supercuerpo L de kes una extensión algebraica 
de k si todo elemento a de L es algebraico sobre k, es decir, es cero de un poli- 
nomio f(x) € kz]. 


Teorema, 1 —Toda extensión finita K de k es una extensión algebraica 
de k. 

Sea (K : k) =v. Cualquiera que sea a € K, los v +4 elementos e = 00, 
a, ..., a” de K no son linealmente independientes sobre k: se tendrá, pues, una 
relación de la forma 


do + ua +... +00 =0, a Ek, 
donde las a; no son todas nulas; es decir, que a es algebraico sobre k. 


Nota. — El reciproco no es cierto: el cuerpo A de todos los números alge- 
braicos no es extensión finita del cuerpo Q de los racionales. 


Teorema 2. — Sean Ka un supercuerpo de Ky, Kg un supercuerpo de Ka,y por 
consiguiente de Ki : 


K,< K2< Ka. 


Se tiene: 
(Ka : Ki) = (Ka : Ka) (K2 : K1) 


N. B. — Esta propiedad justifica la notación empleada para el grado, El teo- 
rema vale tanto para las extensiones finitas como para las infinitas. 
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Demostración, 

Lo Si ax, ..., a, son r elementos de K3 linealmente independientes sobre Ka 
lo que exige r < (Kg: Ka), Y si br, ..., b, son s elementos de Ka linealmente in- 
dependientes sobre Ki, lo que exige s < (K2: K1),los rs elementos asb, de Ka son 
linealmente independientes sobre K. 

Sea en efecto 


Y dub =0 MEX, 
dd 


Esta igualdad se escribe 


y 02 Aut) a =0, donde y Ayby € Ko. 
” j 


Puesto que las as son linealmente independientes sobre Ka, resulta 
N by=0  (i=4)..7) 
7 


pero, siendo las by linealmente independientes sobre K1, se tiene: 
My =0 A A a 


como queríamos demostrar. 
Se tiene pues 
r < (K3: Ka), 


rs < (K3 : K1) M $ <(Ke: Ko). 


(Ka : K1) es pues infinito cuando uno al menos de los grados (Ka : K1), (Ka : Ka) 
es infinito y, en este caso, el teorema queda demostrado. 


2. Supongamos ahora los dos grados (K3: Ka) y (Ka: K1) finitos y sean 
éstos r = (Ka: Ka), s = (K2: K1); tenemos 


(Ka : Ka) (Ka: Ki) < (K3: Ki). 
Pero para un elemento cualquiera x de K3, se tiene, puesto que las as cons- 


tituyen una base de Ka considerado como espacio vectorial sobre Ka : 


r 
== A aras, as E Kz. 
tl 
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Del mismo modo, siendo (bx, ..., b,) una base de K2 sobre K1,se tiene 
s 
au= 2 Bubs, Bi € Ki 
$=1 


de donde 


n= S S Bisasb;. 


t=1 3-1 
Los rs elementos ayb, de Ka engendran a K3 como espacio vectorial sobre K1; 
como son linealmente independientes, forman una base y tenemos: 
(1) (Ka: Ki) = (K3 : Ko) (K2 : Ki). 
Para una serie de n cuerpos encajados 


KiCK2C..C Kn, 


se tiene (Kn: K1) = (Kn: Kn1) (Kn : Kn—2) ... (Ka : K1) 


(demostración inmediata por recurrencia sobre n). Además, si k es subcuerpo de 
un cuerpo K, un elemento a € K algebraico sobre k es evidentemente algebraico 
sobre un cuerpo L intermedio, pero el polinomio característico de a no es nece- 
sariamente el mismo en k y en £. (El polinomio de X[x] anulado por a es un poli- 
nomio de L[x]; el polinomio característico de a sobre L será divisor del antedicho, 
luego el grado de a sobre L es inferior o igual a su grado sobre k). 

Si K = k(as, ..., an) es una extensión de k obtenida por la adjunción de un 
número finito de elementos as algebraicos sobre k, pongamos 


ks = k(ax, ... as) = kialas) con ko=k,kn=XK; 


a, es algebraico sobre k, y por consiguiente sobre el cuerpo intermedio ki-1; 
sea vi el grado (finito) de ki sobre kia : 


va = (ki: kia) 


Tendremos de 
(K 2) = (ka: ho) = | | (40: dia) = 11 «o. va 


f-1 


y K = k(as, ..., Un) es una extensión finita de k. Así 
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Teorema 3. — Un supercuerpo K = k(as, ..., an) de k, obtenido por la adjun- 
ción de un número finito de elementos as algebraicos sobre k, es extensión finita 
de k. En particular, el cuerpo de descomposición A de un polinomio f(x) € k[x] 
es extensión finita de k (y al construirlo se ve cómo determinar su grado sobre k). 


Teorema 3'. — Reciprocamente, toda extensión finita K de k puede obtenerse 
agregando a k un número finito de elementos algebraicos. 


Sea (01, ..., On) una base de K,como espacio vectorial sobre k; h = (K : k), y 
todo elemento £ de K es de la forma 


£=a6 +... + arba, aEk 


luego K = k(01, ..., 0n). Además (por el teorema 1) cada 0, es algebraico so- 
bre k;la proposición está pues demostrada. 

En resumen, hay identidad entre la noción de extensión finita (es decir, de 
dimensión finita o de grado finito) y la de extensión obtenida por la agregación de 
un número finito de elementos algebraicos. También es frecuente designarla por 
“extensión algebraica finita”. 

En un supercuerpo Z de k, supongamos que existen dos elementos a, az 
algebraicos sobre k. Entonces el cuerpo intermedio k(ar, as) es, por el teorema 3, 
una extensión finita de k. Los elementos as + as, as — az, asas Y aras (as + 0) 
pertenecen a k(ax, az), luego son algebraicos sobre k, por el teorema 1. Asi: 

Teorema 4. — La suma, la diferencia, el producto, el cociente de elementos 
algebraicos sobre k son también algebraicos sobre k. 

Se tiene además una propiedad de transferencia. Sea YX un supercuerpo de 
K y K un supercuerpo de k: 


Teorema 5. — Si un elemento a de Y es algebraico sobre K y si K es exten- 
sión algebraica de k, a es algebraico sobre k. 
Consideremos un polinomio f(x) de K[x] anulado por a: 


f(a)=0, fl) =w0+ar+.. +0,  —4E€K. 


No suponemos que K es extensión finita de k. Pero basta considerar el cuer- 
po intermedio 


L = k(ao, 41, ..., Un). 
Se tiene 
k<eL<bLa)  (<2) 


Puesto que cada a; es algebraico sobre k, L es extensión finita de k (teore- 
ma 3); igualmente, L(a) es extensión finita de L. Luego L(a) es extensión finita 
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de k, y, por el teorema 1, a es algebraico sobre k. 

De los teoremas 1 y 3 resulta que un supercuerpo K = k(ax, ..., an) de k 
obtenido por la adjunción de un número finito de.elementos a, algebraicos sobre 
k, es una extensión algebraica de k. Se deduce de aqui el teorema siguiente, más 
general. 


Teorema 6. — Toda extensión K = k(A) obtenida por la adjunción al cuer- 
po k de un conjunto A (incluso infinito) de elementos algebraicos sobre k, es una 
extensión algebraica de k. 

Por la definición dada en el capítulo IV, $ 3, conviene considerar a k y A 
como subconjuntos de un mismo cuerpo 2 y K= k(A) es el más pequeño sub- 
cuerpo de £2 que contiene a k y a A. Cualquiera sea la parte finita F= (a1,».., an ) 
de A, K contiene a la extensión k(F); K contiene por consiguiente la reunión 
p.= U k(F), donde g designa la familia de las partes finitas de A. p es el 


FE» 
conjunto de las expresiones racionales, con coeficientes en k, formadas con los 


elementos de A, luego pes un subcuerpo de $2 que contiene a k y a A, de donde 
K=p. 


Siendo así, si x es un elemento cualquiera de XK, existe una parte finita 
F= Las, «y Gn y de A tal que k(F)comprende a x como elemento; x es pues, 
como se ha visto más arriba, algebraico sobre k, y finalmente K es, en efecto, 
una extensión algebraica de k. 


$ 4. Ecuaciones algebraicas 


Como se ha demostrado antes (cap. IV, $ 7) para que algún polinomio de 
grado n 


H2) = 00 + ax +... + ant” 


con coeficientes a; en un anillo conmutativo A con elemento unidad e, admita por 
cero un elemento a de A, es necesario y suficiente que sea divisible por x—a. 


f(x) = (2 — ajfu(z), f(x) € Alx], grado de fh =n —1. 


Este resultado podría haberse demostrado calculando 
n 


16) — Ha) = Y ul — a) = pla) (2— 2) 


i=" 
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con n 
pla) = > ali +. + aid). 


1 


Este cálculo es válido aunque el polinomio f(x) tenga coeficientes de un anillo 
o un cuerpo no conmutativo; se tiene pues el resultado general: si a es raíz del 
polinomio f(x), f(x) es divisible a la derecha por (x— a). 


Si A es un dominio de integridad (en particular si A es un cuerpo conmuta- 
tivo), resulta que f tiene en A a lo más n ceros distintos. En efecto, si f£ es un 
cero de f distinto de a, se tiene 


0 = (8) = (B — ajfu(B), 
de donde fi($) = 0 puesto que B— a 4 0, luego 


h(x) = (1 — Pifala), f(x) € Alzl, grado de fa = 1 —2, 


f(x) = (2 — ax — Bifelx), eto... 


A los ceros distintos de f en A corresponden otros tantos factores lineales 
en una misma descomposición de f: el número de estos ceros no puede exceder 
al grado de f. 

Este resultado es válido aunque el dominio de integridad A no tenga elemen- 
to unidad: es suficiente reemplazar A por su cuerpo de fracciones K; ftiene a lo 
más n ceros en K, luego también, a fortiori, en A. 

Pero este mismo resultado no conserva su validez en los anillos con divisores 
de cero: sobre el anillo A = Z/(4)de las clases residuales de enteros módulo 4, 
por ejemplo el polinomio 2x € A[x], de primer grado, tiene dos ceros distintos: 
:a =0, B=2 (0, 2 significan aquí las clases módulo 4). Se notará que se trata 
ahora de un anillo que no es factorial: 


2a = Az —2) 


El resultado no subsiste tampoco para los anillos K[x] en los que K sea un 
cuerpo oblicuo (esto es, no conmutativo). Veamos ahora algunas propiedades 
para tal anillo de polinomios. 


Teorema 1.—Si (2 — a) divide a la izquierda al producto ¡(x) g(w) pero no 
divide a f(x), se puede encontrar en K*= K—(0 jun elementor tal que 
rg(x) r—1 sea divisible a la izquierda por (x— a). 


€ 
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La identidad de la divi 


ón a la izquierda de f(x) por (x — a) se escribe 
f(x) = (2 — a) Mx) +1 


con Q < r, grado de r < grado de (x — a), res pues un elemento no nulo de K. 
Por otra parte se tiene por hipótesis 


H(v) g(2) = (2 — a) q(z) 
Se tiene pues 


rg(e) r = $() g(a) 1 — (a — a) h(x) g(x) 
= (2 — a) q(1) r— — (u — a) híx) g(x) r— = (2 — a) Uz). 


como queríamos demostrar. 


Consideremos entonces el conjunto de los polinomios g,(x) tales que ag,a—1 
sea divisible a la izquierda por el polinomio S(x) de K[x] de grado positivo cual- 
quiera que sea el elementoade K*. Se verifica inmediatamente que este conjunto 
es un ideal a la derecha. Tal ideal admite un generador go(x=) de grado positivo 
en el que se puede tomar el coeficiente director igual a 1. 

Además, cualquiera que sea A € K* el polinomio AgoA—1 pertenece a este 
ideal y, teniendo el mismo grado que go y el mismo coeficiente director, coincide 
con go(x). Todo coeficiente as de go es pues tal, que 


Mas AA = a Vie K*; 


go(=) es por esto un polinomio de 2[x], donde $ es el centro del cuerpo K. Se 
tiene así: 


Teorema 2. —Si el polinomio g(x) es tal, que existe un polinomio de grado 
positivo divisor a la izquierda de ag(xja—=, Ya € K*, g(x) admite un divisor a la 
izquierda y a la derecha de grado positivo cuyos coeficientes pertenecen al cen- 
tro Q de K. 


Vamos a dar ahora un teorema importante relativo a las ecuaciones que 
tienen sus coeficientes en el centro 2 del cuerpo oblicuo K. Notemos primero 
que si f(x) y h(x) son dos polinomios de K[x] cuyo producto f(x) h(x) es un poli- 
nomio de S[xw], se tiene: 


1(2) h(x) = hz) [(2). 


25 DUBREIL 
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Esto resulta inmediatamente de que g(x) = f(x) h(x) es permutable con todo 
polinomio lx) de K[zx]. Tomando como l(x) el polinomio k(x), resulta 


h(x) (Hz) h(2)) = (H(z) h(z)) hz). 


Pero en virtud de la asociatividad, el primer miembro se puede escribir 
(h(x) f(x) h(x) y la regla de simplificación implica la relación a demostrar. Re- 
sulta de esto que si c es raiz de g(x) € £2[x], z — e divide también a g(x)por la 
izquierda. 


Teorema 3. —Si g(x)es un polinomio irreducible en el anillo S[xw]. donde 
Q es el centro del cuerpo oblicuo K, y si e es una raiz de g(w) en K, cualquiera 
serte K*= K—(0), tot es raíz de g(a) = 0, y toda raiz c' de g(c) =0 
en K* es de la forma ec = tot. 

Se tiene primero: 


tg(a) ti = PA tag = > ata = > aftrt1), 
i=0 


i=0 i=0 
y esto demuestra, que si g(c) = 0, también 


tg(ci—= = 0 = g(tet—1). 
Sea ahora c' otra raiz de g(x) = 0. Se tiene: 


tela = g(a) = (a — e”) ha) = (1 — tot) (tha U=1) 


para cualquier elemento t no nulo de K. Si se puede encontrar 1* € K* tal que 
t*h(x) t*=1 no sea divisible a la izquierda por (x—c) el teorema 1 nos permite 
concluir que existe r eK* tal que r(x— tte 1*A1)r1= gx —rt*c it p1 sea di- 
visible por (x— c) lo que exige c = rttc'1t-Ir-1, que es el resultado buscado 
con t= (rt*)=1, Ahora bien, si (x — e) dividiera a la izquierda a th(x)t= para 
todo elemento t no nulo de K, h(x) admitiría, según el teorema 2, un divisor a 
izquierda y derecha que pertenecería a S[x]. Pero este divisor dividiria a g(%), 
que en consecuencia no sería irreducible en Q[z]. 

Se puede aún, para dos polinomios f(x), g(w) de K[x], definir un m.c.d., de 
coeficiente director 1, a la izquierda por ejemplo, considerando el ideal a la de- 
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recha de los polinomios de la forma fu + go (u, o € K[x]). Se tiene para este 
m.c.d., que indicaremos por dy, 


dy =fu +08,  f=df',  g= dog. 
Si en un supercuerpo de K, Í y 8tienen un cero común a, = —a divide a la 
izquierda a Í y a g, por consiguiente a dy, y dy no será una constante. 
Si se supone f irreducible y de coeficiente director igual al elemento unidad, 


se tiene f=d, y f divide a g a la izquierda. Se puede entonces enunciar: 


Lema. —Si un polinomio irreducible f(x) de K[x] admite en un supercuer- 
po K' de K un cero común a con un polinomio g(x) € K[x], f(x) divide a g(2). 


Sentado esto, dado un polinomio f(x) € K[x], irreducible o no, sobre un 


cuerpo conmutativo K, propongámonos definir y estudiar el orden de multiplicidad 
de una raiz a de la ecuación algebraica 


0) ()=0, —f()=w+ az +... + anz” € K[x] 
perteneciendo esta raíz a a un supercuerpo K'de K. 


Diremos que a es raíz o cero de orden y para la ecuación (1) (o cero de orden 
K para el polinomio f) si se tiene 


Ha) = (1— ayg(a), qa) €KTz] 


qa) 40; 

(si p = 1, la raiz a se llama simple; si qu = 2, doble; si u > 1, múltiple); el 
entero positivo yu se llama orden de multiplicidad del cero a, o de la raiz a. 

Como en áigebra elemental, conviene introducir la derivada del polinomio 
f(x), pero aqui por vía puramente algebraica. 

Para expresar bajo qué condición el entero q > 0, definido por 

Hz) = (2 —ajeglz) con ga) 40 

es superior a 1, escribamos, puesto que f(a) =0, 


$(=) = fa) — fla) 


y, designando por y una nueva indeterminada, consideremos en el anillo K [x, y] 
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el polinomio 


” 


1) — 10) = Y aer — y) = (2 — yla, y) 


-1 


” 


donde 
” 


Dr, y) =D ala Y ay + 4 y) 
k-1 
Se tiene inmediatamente 


(2 — a —1q(2) = D(z, a) € KTx]. 


La desigualdad p > 1 implica D(a, a) = 0 € inversamente si el polinomio 
D(z, a) € K'[z] se anula para x = a, es divisible por x — a, lo que exige q > 4 
puesto que q(a) + 0. La condición necesaria y suficiente buscada es pues 

(2) Da, a) =0 

Pero el primer miembro es también el valor para « = a del polinomio obte- 
nido tomando y =x en D(x, y) : 

p(a) = Dlx, z) = > kayak = 41 + Lar +... + nanar—1 
k-1 
polinomio de K[x]que serllama derivada de f(w) y'se designa por f'(x). 


Finalmente, para que a sea un cero múltiple de f (u > 1), es necesario y su- 
ficiente que sea también cero de la derivada de $e 


(3) fa) =0 
Propiedades de la derivada. — 1) La derivada 
(2) =41 + 2028 + ... + napir (an 0) 
del polinomio de grado n 


Í(2) = 40 + az + a +... + an 


es a lo más de grado n — 1. Es efectivamente de grado n— 1 si el cuerpo K es 
de característica 0; si la característica de K es p, el grado de f(x) resulta infe- 
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rior a n — 1 siempre que el grado n de f(x) sea múltiplo de la característica. 


2) La suma s=f+g de dos polinomios tiene por derivada la suma 
F + g =8s' de las derivadas de f y g: 


E e 
En efecto, si se pone  g(x) — gly) = (2 — y) Tlz, y), 


s(x) — s(y) = f(x) — (y) + elr) — g(y) 
= (1 — y) [D(x, y) + Te, yl 


de donde 
s(2) = Dz, 1) + T(z, 2) = (2) + g(2). 


3) El producto p = fg de los polinomios f(x), g(x) tiene por derivada 
fe” + f'g. En efecto, 


p(2) — py) = f(aJg(z) — fiwely) 
= 1(2) [g(2) — g(11 + 8(y) [/(2) — 1(y)] 
= (1 — y) (Ñ(2) Plz, y) + g(y)D(z, y) $ 


de donde 

px) = (WT (zx, 2) + g(JD(z, x) 
es decir 

px) = f(0)8 (2) + gla)f (2) 
O, también, 


Ue” =1f8' + Fe 
De esta se deduce por recurrencia la fórmula de Leibnitz 
r 
Gala dy = Y ha fiables << de 
f=1 
FS pS 
Para un cuerpo K de característica p, p 0, la derivada de fr cuando r es 


múltiplo de p es el polinomio nulo: 


(py =0 en particular (ay =0 
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y todo polinomio en xP 

h(u) = Co + CIP +... + Co zAP €XK[x”] 
tiene, asimismo, derivada nula: 

h'(x) =0. 
Reciprocamente, si un polinomio 
f(2) = 0 + aL +... + anar EK (2) 
de grado n > 1 (an 4 0) tiene derivada nula, esto exige que K sea de caracte- 
rística p 4 0 y, además, que se tenga 
M=0  (A=1,..,2) 

de donde, para los valores de A que no son múltiplos de p: 


a=0  (A%0 mod p) 


luego f(x) es un polinomio en x de la forma (4): f(x) € K[2?] 

En resumen: 

Para característica cero, la derivada de un polinomio f(x) = 40 + ... + ana” 
de grado n > 1 (an % 0) no es nunca nula. Para característica p 0 los poli- 
nomios de grado n > 1 que tienen derivada nula son los polinomios en 2» 


(4) Mx) =c0 + ar +... + or (1A>1,c,%0,n = Ap). 


Estamos ahora en disposición de tratar la cuestión siguiente: 

¿Puede tener raices múltiples un polinomio irreducible Ha) € Kl2J2 

Si a, elemento de un supercuerpo de K,es raíz múltiple para f(x) se tendrá 
fla) =0, f'(a) = 0, Puesto que f(x) es irreducible por hipótesis, deberá dividir 
a f'(x), según un lema anterior: 


$2) = flaJg(a),  ql=) €K[zl. 


Por ser K[x] un dominio de integridad el producto de dos polinomios tiene por 
grado la suma de los grados de ambos. Como el grado de f es inferior al de f, 
la igualdad anterior exige g =0, f' =0, y por consiguiente p + 0, (como siem- 
pre, p indica la caracteristica del cuerpo K). Así: 
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Teorema 4. — Solamente para un campo K de característica pHX%0, puede 
ocurrir que un polinomio f(x) irreducible sobre K tenga raices múltiples. Para 
que sea así es necesario y suficiente que f(x) tenga una derivada nula, o también, 
que sea un polinomio en zp. 


Queda todavia, desde luego, estudiar si esta condición necesaria y suficiente 
es compatible con la irreducibilidad del polinomio f(x). Por lo pronto, introdu- 
ciremos las siguientes definiciones: 

Un polinomio irreducible f(x) € K[x] de grado n > 1se llama separable si 
sólo tiene raices simples, inseparable en caso contrario ?. 

Si todo polinomio irreducible (de grado n > 1) es separable en K[x], el 
cuerpo K se llama perfecto, Todo cuerpo de caracteristica nula es períecto. 

Un elemento algebraico sobre K cuyo polinomio característico f(x) € K[x] es 
separable, también se llama separable. Según el lema, cualquier polinomio irre- 
ducible sobre K del que a sea un cero no difiere del polinomio característico de a 
más que por un factor constante, luego tiene las mismas raices. Se puede pues 
decir: Un elemento algebraico sobre K es separable si es raiz de un polinomio 
irreducible sobre K que no tiene más que raíces simples. 

Una extensión algebraica E de K se llama separable si todo elemento de Y 
es separable sobre K. Según las mismas definiciones, toda extensión algebraica 
de un cuerpo perfecto es separable. 

Se llama cuerpo algebraicamente cerrado un cuerpo Q tal, que todo polino- 
mio del anillo £[x] se descompone totalmente en este anillo en factores lineales 
(ejemplo: el cuerpo de los números complejos, según el teorema de d'Alembert). 
Un cuerpo tal es perfecto, puesto que los únicos polinomios irreducibles de [2] 
son de primer grado. 


Los dos teoremas siguientes expresan una condición necesaria y suficiente 
para que un cuerpo K de caracteristica p(4++0)sea perfecto; deduciremos un nuevo 
tipo importante de cuerpo perfecto y un ejemplo sencillo de cuerpo imperfecto. 


Teorema 5 a (condición suficiente). —Si todo elemento c de un cuerpo K 
de característica p (4 0) admite en K una raíz a de índice p, (ar =c) K es un 
cuerpo perfecto, 

Bastará demostrar que un polinomio que'tenga su derivada nula, por ende de la 
forma 


h(x) = Co + 0122 +... + 00D, cEK 


1 Es conveniente decir que un polinomio f(x) € K[z] es separable si todos sus factores irre- 
ducibles son separables, 
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no es irreducible sobre K. 
Existe en K algún ay tal que cs = a?, luego 


híx) = az + alzr +... + aja» = [g(x)]P 


donde g(1) = ad + az +... + ayu? € K[x]. Un tal polinomio, h(x), no es irre- 
ducible. Luego todo polinomio irreducible sobre K tiene una derivada diferente 
de cero, por consiguiente es separable y K es perfecto. 


Aplicación. — Observemos en primer lugar, que si en un cuerpo K de carac- 
terística p0, un elemento c tiene una raíz a de indice p, esta raiz es única 
La igualdad ar = br se escribe en efecto 


ar — bo = (a—b)=0 lo que implica a=b, 


Si entonces K no tiene más que un número finito de elementos, el conjunto 
de potencias p-ésimas (2»;x E K ) coincide necesariamente con K, puesto que 
la aplicación x— zx” de Ken sí mismo es, según lo que precede, inyectiva, y 
puesto que K es finito, exhaustiva y biyectiva. Resulta de ello que K es perfecto, 
según el teorema 5 a. 


Recordemos (cap. IV, $ 3) que un cuerpo conmutativo K con un número 
finito de elementos es un campo de Galois (o cuerpo de Galois). Su característica 
p es ciertamente distinta de cero (todo cuerpo de característica nula tiene un 
subcuerpo primo isomorfo al cuerpo de los racionales, luego es infinito). 

Así: todo campo de Galois es un cuerpo perfecto. 


Teorema 5 bh (condición necesaria). —Si existe en un cuerpo A de caracte- 
rística p +0 un elemento c que no posee, en A, raíz de índice p, A es im- 
perfecto. 

Consideremos el polinomio 


h(z) = 22 — e € A[x] 


y sea f(x) un factor irreducible de h(x) en A[x]. 

El grado de fes mayor que 1, pues un factor lineal « — 0 € A[x] daría una 
raíz p-ésima de c,0, en 4. 

Sea A(a) un cuerpo de ruptura de f; a verifica, en A(a), la igualdad 
f(a) =0, luego h(a) = 0, es decir 


de donde 
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lo que implica, por la factorización única dehen A(a)[x], 
Hx) = (1—ay con 4<r<p 


f(x) irreducible sobre 4 y admitiendo la raíz a múltiple de orden r > 1, es inse- 
parable sobre 4, 4 es imperfecto. 

Pero además f(x) tiene una derivada nula cuyo grado es múltiplo de p, lo 
que exige r =p y f(2) = (1 — a)? = h(x). Luego: 

Si un elemento c de A, cuerpo de característica pH 0, no tiene raiz p-ésima 
en A, a? —c es un polinomio irreducible sobre A, e inseparable. Este polinomio 
se descompone completamente sobre su cuerpo de ruptura, tomando la forma 
(u% — a)”. 

Ejemplo. — Designemos por k(= Z/(p)) el cuerpo de las clases de restos 
de enteros módulo p, y tomemos 4 = k(t) donde t es una indeterminada (4 es 
entonces una extensión transcendente simple del cuerpo primo de caracteristica p). 

El elemento a = vi es algebraico sobre 4 y no pertenece a 4 (como tam- 
poco a” para m = 1,2, ..., p — 1). 

En efecto, am € A, es decir 


Ob de + 


= (a, b:Ek,r >0,5>0,40%0, bd 4 0, 
Dott +... + da 


an 


implicaría, elevando a la potencia p, 


bolt +... + ds)? = (a0” +... + ar)? 


lo que exigiría 
m + ps = pr 


igualdad imposible para m=1,2,..., p — 1. 


$ 5. Enteros algebraicos 


Sea A un subanillo de un anillo conmutativo B; suponemos que A posee ele- 
mento unidad e. 


Definición. — Se dice que un elemento £ de B es entero algebraico sobre A 
si verifica una ecuación de la forma 


(1) an + ar 4... + 4a=0, EA, 
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en la cual el coeficiente director es igual al elemento unidad e. 


Ejemplo. — Según el teorema 4 ($ 3), los números algebraicos es decir los 
números complejos que son algebraicos sobre el cuerpo Q de los racionales, for- 
man un cuerpo L, 


QqcLcC. 


La definición precedente conduce a distinguir entre los elementos de L(= B) 
los que son enteros algebraicos sobre el anillo Z(= A) de enteros: estos nú- 
meros son llamados generalmente enteros algebraicos (sin más). Por ejemplo, 


v2, Pe z —1+W, que verifican respectivamente las ecuaciones 
m—2=0, a+r—!1i=0 
son enteros algebraicos. 


Observación. — Si el anillo A es factorial, admite, como dominio de inte- 
gridad, un cuerpo de cocientes K. Todo elemento É de un supercuerpo X de K 
que es entero algebraico sobre A, es algebraico sobre K. Si el primer miembro 
de la ecuación (1) verificada por £ se descompone en K[x]: 


an 4 ana e... + On = f(2) ... (2), f(x) € Klzd, 


y si fí*(x) es el polinomio primitivo del anillo A[x] procedente del factor f«(x), 
fi*(x) = Aifilz), Me € K, se puede escribir la ecuación (1) en la forma 


cxn + ajen—l +... + Ap) = f1*(2) ... fr*(2), cEK; 


esta igualdad implica c € A y además el primer miembro, producto de polinomios 
primitivos, es primitivo (cap. IV, $ 6, lema 2), c es entonces una unidad de A y 
lo mismo sucede con cada uno de los coeficientes directores de los polinomios 
Íf+*(x). Ahora bien, £ anula al menos uno de estos polinomios. Finalmente, vemos 
que É verifica una ecuación algebraica irreducible sobre K cuyo primer miembro 
es un polinomio de A[x] con su coeficiente director igual a e. 

Para todo elemento $ del anillo B, el conjunto A[8] de expresiones polinómi- 
cas en $ con coeficientes en A es, no solamente un subanillo de B, sino un A-mó- 
dulo (submódulo de B que es, él mismo, un A-módulo). Si £ es un entero alge- 
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braico sobre A, A[£] es el módulo de tipo finito 


n—i 


y AÉt = (e, É, 


i=0 


'n—1) 


engendrado por los n elementos e = Éo, É£, ..., En—1; la ecuación (1) implica en 
efecto É£n € (e, É, ..., En—1) y de ello resulta inmediatamente, por recurrencia sobre 
el exponente h, que, para todo número natural h(> n), É € (e, É, ..., En—1). 
Luego, A[£] está contenido en un subanillo B' de B que es un A-módulo de 
tipo finito (basta tomar B' = (e, É, ..., £n—3). 
Para un elemento É£ de B, esta última propiedad implica a su vez que existe 
en Bun A-módulo M de tipo finito tal que se tenga 


do ¿MS M, 
20 A[É] N (0: M) = (0) 
designando 0: M el conjunto de elementos f de B tales que BM = (0); la con- 


dición 2 significa pues que O es el único elemento y de A[É] tal que ym =0 
para todo m € M. Estas condiciones quedan verificadas si se toma M = B': 


1.2 puesto que ¿EM < B%< B'=M, 
2. puesto que el elemento unidad e pertenece a M y ye =0 da y=0. 


Por último probemos que, para un elemento E de B, la existencia de un 
A-módulo Mde tipo finito contenido en B y cumpliendo las propiedades 1.» y 


2.> implica que £ es entero algebraico sobre A. 
Sea (ma, ..., Mn) UN sistema de generadores del A-módulo M : 


M = 2, Amo 


Según 1.*, tenemos £M < M, luego 
” 
gm, = DA Ga, (A=1,..., 5 0y, E A). 
“=1 


Designando por 8,, los símbolos de Kronecker, pongamos 


Can = Brné — lap E ALE; 
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las ecuaciones (2) se escriben 


FP am=0 A=tb..n. 


“1 


Sea entonces Ca el menor (tomado con su signo exterior) de ca, en el 
determinante D = | tán las ecuaciones (2) implican, para todo índice r 
l<r<nm: 


0 S Cra $ Cap My = 30 Cra Can) m 7 


teniendo en cuenta las identidades fundamentales 


Y Cracap = 39D, 
resulta E 
Dm, =0 (ML...) 


luego D€0: M. Como D= |87,£ — dyu | € ALE], resulta, según 2., D= 0, 
lo que constituye una ecuación algebraica en £,de grado n, con coeficientes en A 
y cuyo coeficiente director es igual a e. 

Finalmente, podemos enunciar el teorema que sigue. 


Teorema 1. — Para que un elemento € de B sea entero algebraico sobre el 
subanillo A de B (que contiene el elemento unidad e), es necesario y suficiente 
que verifique una cualquiera de las tres condiciones: 


a) el anillo A[E] es un A-módulo de tipo finito; 

b) A[E] está contenido en un subanillo B'de B que es un A-módulo de tipo 
finito; 

c) existe en B un A-módulo M de tipo finito tal que se tenga: 


¿M< M, 


A[É] N (0: M) = (0). 


Lema. — Si los elementos Es, ..., En de B son enteros algebraicos sobre A, el 
anillo A[Éx, ..., En] es un A-módulo de tipo finito. 


$5 ENTEROS ALGEBRAICOS 397 


Según la condición a del teorema 1, el lema es cierto para n = 1. Razonemos 
por recurrencia sobre n, suponiendo que el anillo 


A" = Alén, coo, Ena] 
es un A-módulo de tipo finito: 


k 
A =D doy (0647. 
j=1 


El elemento Éh, entero algebraico sobre A, es entero algebraico sobre A”, 
por consiguiente 


A” = ATEn] = Aléx, ..., Ena, En] 


es un A'-módulo de tipo finito: 


h 
AZ y Aus (uu € A”), 


de donde 


h k 
4D) Y 4uo, 


i=1j=1 
y A”es un A-módulo de tipo finito. 


Teorema 2.— 1. El conjunto A de elementos del anillo B que son enteros 
algebraicos sobre A es un anillo (que contiene a A): 


2.» Todo elemento € de B o de un superanillo de B que verifique una ecua- 
ción de la forma 


e a y. + ba =0, 


donde las bi pertenecen a B y son enteros algebraicos sobre A, es entero alge- 
braico sobre A. 

1.2 Sean E, dos elementos de B enteros algebraicos sobre A. Según el 
lema precedente, el anillo A[É, y] es un A- módulo de tipo finito; £—x y Én, 
pertenecen a este módulo y son enteros algebraicos sobre A (según la condición 
b del teorema 1). . 

2. El anillo A[bx, ..., bn] = R es, según el lema, un A-módulo de tipo finito; 
siendo É entero algebraico sobre R, el anillo R[É] es un R-módulo de tipo finito. 
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Resulta de ello (como en la demostración del lema) que R[£] es un A-módulo de 
tipo finito; £es pues entero algebraico sobre A. 


$ 6. Raíces de la unidad 


Sea e el elemento unidad del cuerpo primo II, que será de característica 
0 o p. Consideremos el polinomio f(x) = 2" —e y la ecuación 


(Mm) an—e=0 


Sea 4 el cuerpo de descomposición de f(x); 4 se obtiene a partir de 11 por 
un número finito de adjunciones simbólicas, y todo cuerpo obtenido a partir de 
un cuerpo conmutativo por adjunción simbólica es conmutativo: 4 es pues con- 
mutativo, 

Las raíces de (1) en 4 son, por definición, las raíces m-ésimas de la unidad 
sobre II. Forman un grupo multiplicativo(abeliano) puesto que 


én=e= xy” implica (E/n)” = e. 


En este grupo T, el orden de un elemento cualquiera É divide a m. El cuerpo 
Á se llama también cuerpo de las raices m-ésimas de la unidad, sobre IT. 

Supongamos que m no es múltiplo de la característica (hipótesis que se 
cumple desde luego en el caso de característica 0). Entonces 


(2) = man 4 0 


y 0, única raíz de la derivada, no es solución de la ecuación (1); ésta no tiene 
pues más que raices simples y el número de raices m-ésimas de la unidad distin- 
tas es exactamente m (en 4). 


Observación. — Si por el contrario m = Ap, p 40, se tiene 
qm —e = año — er = (1% — ejo 


Las raíces m-ésimas no son otras que las raíces A-ésimas; hay a lo más A dis- 
tintas (si A es también múltiplo de p, la reducción se repite). 


Teorema. — El grupo multiplicativo T” de las raices m-ésimas de la unidad 
(para m no múltiplo de la caracteristica) es cíclico. 

Observemos en primer lugar que, si la característica es nula, el cuerpo de 
descomposición puede considerarse como subcuerpo del cuerpo de los números 
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complejos (siendo 11 el de los racionales); las raices de (1) son 


2kr 2kr 
Lx = cos == L ¿sen = E  (k=0,1,2,...,m— 1) 


Forman efectivamente un grupo cíclico P. 
Demos una demostración válida cualquiera que sea la caracteristica. 
Si T'es de orden m, descompongamos m en factores primos 


m= pi... por 


m/ps no es múltiplo de la característica p, por lo que la ecuación gm/m = e, 
tiene m/p+ raices distintas en 4; puesto que JT” tiene m elementos distintos, 
podemos encontrar en T' un elemento as distinto de las raíces en cuestión: 
apim A e. Entonces sea 


a=arbi Er; 


tenemos 


luego el orden de ci divide a pf1, luego es una potencia de ps. Además, 


AS apio A e, 


luego el orden de cs es exactamente pjs. 

El elemento [ =c1 ... cx es, según un teorema elemental (cap. VIII, $ 4, ejem- 
plo 4), de orden pj ... pk = m. 

El elemento [ es pues un generador de P, y Tes ciclico. Se dice que £ es una 
raíz primitiva de la ecuación (1); las m raíces L1, ..., Em de (1) son potencias de 
£ y tenemos 


A =1Klr, ..., Em) = MY) 
A es pues una extensión algebraica simple de IT. 


$ 7. Campos de Galois 


Sea K un campo de Galois, de característica p. Sea 17 su subcuerpo primo 
y r=(K:II) el grado de K sobre 17, evidentemente finito puesto que K es 
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finito. Sea (41, ..., 47) una base de K sobre 17: todo elemento a de K tiene una 
representación única 


4 = at +... + 04, as €lT, 


y puesto que cada as puede tomar p valores distintos, el número N de elementos 
de K es 


N=p 


Asi, el número N de elementos de un campo de Galois es una potencia de 
su caracteristica p. 

El grupo multiplicativo K* = K — (0) de K es de orden N — 1; se tiene 
entonces para todo a € K*: 


AN =e 
y, por consiguiente, para todo ae K 


aN=a 


puesto que esta ecuación es cierta para a = 0. Los N elementos de XK son pues 
las raices de la ecuación 


aN—u=0 donde 2N—zxEl1 [2] 
y estas raices son simples. 


El polinomio Y — x se descompune en K[x] en factores lineales; K es su 
cuerpo de descomposición puesto que un cuerpo Y tal que MCECK tiene 
menos de N elementos, luego no puede contener los N ceros distintos del poli- 
nomio aN — 2. 

El cuerpo de Galois K está pues determinado a menos de un isomorfismo por 
su subcuerpo primo 17 (o su característica p) y por el número N = p" de sus 
elementos, luego finalmente por Y, puesto que el conocimiento del número “pri- 
mario” N = p" implica el de p. 

Probemos que reciprocamente, dados p (primo) y r (número natural), existe 
un campo de Galois K de orden p”. Sea IT el cuerpo primo de característica p; 
consideremos en el anillo 11[x] el polinomio 


1(x) =xN —zx, donde N= pr. 
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Por otra parte, en el anillo euclideo k[x] todo ideal es principal, luego 
a = (p), p = plz) € kz]. 

Distinguiremos dos casos, según que el ideal a sea nulo o distinto de (0). 

L. a = (0). No existe ningún polinomio no nulo f(x) de k[x] que tome el 
valor cero para x = a. En este caso se dice que a es trascendente sobre k y que 
la extensión simple k(a) es trascendente. Entonces se tiene 


kx] = MxJ/(0) = k[a] 
lo que entraña el isomorfismo de los cuerpos de fracciones 
k(x) = k(a), 


y la extensión simple k(a) es isomorfa sobre k con el cuerpo de fracciones ra- 
cionales k(x). 


Il. a = (p), p 40. 

El polinomio p = p(x) € k[x] no es una constante, puesto que en el homo- 
morfismo 6, f(x) > f(a)la imagen de una constante es ella misma y aquí se tiene 
plz) 40, p(a) = 0. Asi, p(x) es un polinomio de grado > 1,e incluso de grado 
> 2si k(a) 4 k, como es natural suponer. En efecto, si p(x) = ax + b, a, bEek, 
de p(a) = aa + b=0 se deduce a € k, k(a) = k. 

Por ser el ideal a = (p(x)) primo en el anillo euclídeo, y por ende principal, 
k[x], el polinomio pes irreducible sobre k,es decir, irreducible en k[x], será a 
un ideal maximal (cap. VII, 8 3), y el anillo cociente A[x]/a un cuerpo (cap. IV, 
$8, teor. 1); también será un cuerpo el anillo isomorfo [a], que por lo tanto coin- 
cide con la extensión k(a), y tendremos 


(1) k(a) = Ma] = k=]/(p(x)) (0) 


En este caso, la extensión simple k(a) y Hx]/(p(x)) son cuerpos isomorfos 
sobre k. 

El polinomio p(x) es uno de los generadores del ideal de polinomios f(x) 
tales que f(a) = 0, es decir, uno de los polinomios de grado mínimo v anulados 
por a. Se le determina completamente haciendo que el coeficiente del término 
en 2” sea la unidad: se dice entonces que p es el polinomio característico del ele- 
mento a. El elemento a se llama algebraico, y de grado v, sobre k. Se dice también 
que k(a) es una extensión algebraica simple sobre k. 

La igualdad k(a) = k[a] implica que todo elemento £ de la extensión 
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Sea K su cuerpo de descomposición, sobre 11; K contiene los N ceros de 
f.y éstos son distintos puesto que 


Fa) = Nan —e = par” — e 
—eX0 Vxek. 


Pero estos N ceros [x, La, ..., Ly (= 0) forman ya un cuerpo, puesto que 
i=t UE=b 
implican 1 


(Li — Ey = EN — LY = Li — Ly, 


luego £; — [y es un tal cero simultáneamente a L: y L¿; asimismo, para L, 40, 
el cociente ¿«/Z, (€ K) es también un cero de f puesto que 


(EE 


El conjunto ( La, La, ..., Ev ) (< K), por ser un cuerpo, es el propio cuerpo 
de descomposición, y K es de orden N = pr. 

Se designa por CG(p") o GF(p*)* el campo de Galois de p" elementos. 

El producto de los elementos no nulos de un campo de Galois es igual a 
— e, puesto que, poniendo ¿y = 0, se tiene 


N-1 
Wai=T[6—2) 
de donde rl 
(2) —1 = lila. [na 


(Para p 42, p es impar, N—4 = pr —1 es par; no es así si p = 2, pero 
entonces —a=+pa VaeK.) 

Oservaciones. —1. Para r=1,N=p,K=IT es a menos de un iso- 
morfismo el cuerpo de las clases de restos de los enteros módulo p. Para todo 
elemento x de este cuerpo, se tiene 


P=2L 


1 Iniciales, obviamente, del “Galvis field” inglés, (Y. del 7.) 
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luego para todo entero X, se tiene 
XX (mod p) (teorema de Fermat). 
2. En el mismo caso particular, (2) da 
(p—1)!=—1 (p) (teorema de Wilson). 
Teorema 1.— Todo campo de Galois K = CG(p) es extensión algebraica 
simple de su subcuerpo primo IT. 
El grupo multiplicativo K* = K — (0) de K está formado por las raíces 
de la ecuación 
Ñnl—e=0  (N= pr) 
es decir por las raices (WN — 1)-ésimas de la unidad. Es cíclico 
K* = (1) 
donde [es un Z;, % e.. Al ser todo Ly % 0 una potencia de £, se tiene 
K =IK() 
Como se ha visto anteriormente, todo campo de Galois es un cuerpo per- 
fecto. 
Subcuerpos de K = CG(p). 


Sea K' un subcuerpo de K; por tanto 


NMesK'<K 
Se tiene 
r=(KX:) =(KX:K”)(K':1) 
luego el grado s =(K': 11) divide a r. K' es un cuerpo de Galois de orden ps 
y sus ps elementos son los ceros del polinomio 


g(1) = w" —zx 


Observemos, que si B divide a a, a = By, se tiene para todo cuerpo (con- 
mutativo) k, en el anillo X[u], la identidad 


us —e =ubY —e = (ub — €) [40D + OD Y 08 + €] 
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designando e el elemento unidad de k. En particular, puesto que s divide ar: 


pr — 1 = (pr —4) [pr + pp + ..4p9+4] 
y, puesto que p*— 1 divide a p—1: 
xr —e = (ar —e). Fx), donde F(x) € [2]. 
Resulta de aquí que el polinomio g(x) = xr — x divide al polinomio 
Ha) = "2; 


como esta propiedad tiene lugar para todo divisor s de r, y puesto que los 
ceros de xP* — x forman un cuerpo, vemos que a todo divisor s de » corres- 
ponde un campo de Galois de orden p*, subcuerpo de K = CG(p"), formado 
por O y por los elementos de K*cuyo orden es un divisor de ps — 41. Este sub- 
cuerpo es por tanto único. 

Además, K es una extensión algebraica simple de K', K = K“(c), de grado 


(XK: _ ro 
"(KIDS 


h 


e es un elemento de K— K'que verifica una ecuación irreducible de grado k 
en K'[x], g(x) = 0. Precisemos la forma de esta ecuación; pondremos p* = q, 
de donde p" = qP. 


Teorema 2.— En Klx)], g[x] se descompone completamente en factores li- 
neales, bajo la forma 


ela) = (1 —c) (1 — 09) ... (1 — ce). 


Es suficiente demostrar que el segundo miembro gs(w) es el polinomio ca- 
racterístico de e sobre K*;como es de grado h, tiene el elemento unidad como 
coeficiente director y tiene con g(w) la raíz común c, probemos para ello que 
pertenece a K'[x]. 

Los coeficientes a; de gi son expresiones polinómicas simétricas en C,c%,..., 
cun 

a = filo, 6%, ..., cé=*), 


Tenemos en particular 


a= fala, 08%, ..., CP, 6) = falos, of, ..., CP, 00) 
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y, Puesto que g es una potencia de la característica, q = ps, 
Íi(ca, ca”, ..., cOZ, cb) = [fale, 0%, ..., ce, AE 
Cada uno de los coeficientes as verifica entonces la ecuación 
u—u:=0 


y por consiguiente pertenece a K”. 


$ 8. Teorema del elemento primitivo 


El teorema del elemento primitivo permite constatar, mediante una hipótesis 
de separabilidad, que una extensión finita (o, si se prefiere, algebraica finita) 
es una extensión algebraica simple. 


Teorema. —Si K = k (a, B, ..., A) es una extensión algebraica finita de k 
y si B,..., A son separables sobre k, K es una extensión algebraica simple de k : 


JoEekK tal que k(a) = K. 


Antes de probar este teorema, observemos que: 
1.2 no es necesario suponer a separable; 
2. si la característica es nula, la hipótesis de separabilidad se cumple. 


Demostración. —Si k es un campo -de Galois, también lo es K, de grado 
finito sobre k; K es extensión algebraica simple de su subcuerpo primo 17, 
K =I1(Z) ($7); como IT < k< K, se tiene también K = k(£). 

Supongamos entonces que k tenga una infinidad de elementos distintos, y 
demostremos en primer lugar el teorema para una extensión de la forma: 


K = k(a, B), B separable. 
Sean 


H)=0  gx)=0 


las ecuaciones irreducibles sobre k verificadas respectivamente por a y $. Sean 
41, »», Ar (az = a) las raices de la primera, Ba Ps (Bi = P) las de la segun- 
da, en un cuerpo de descomposición, 4, de fg sobre K : por hipótesis, todas las 
Bison raices simples . 
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Cada una de las ecuaciones en zx 


A dis E 


ata UAM 


tiene una solución en 4, luego a lo más una solución en k; siendo k infinito, 

existe en k un elemento e distinto de todas estas soluciones, luego 
area + Vi=4d,..r Vi=2,..s 

Pongamos 


o=a + =a+<BEka, PB) < 4 


Tenemos k(o) < k (a, B); vamos a establecer la igualdad. 
Tenemos 


8(B) =0 y fla)=fl0—cB)=0 
Las ecuaciones en zx: 


g(=) =0 g € k[x] < ko)[x] < Ax] 
pla) = [lo — ex) p €k(o)[z] < Az] 


no tienen en 4, otra raíz común que B = fi, pues otra raiz Bj de g =0da a 
o — cz el valor 


o—cB, =a1 + (B1— BA as (i=14,...,r) 


según la elección de c. Luego $ es único cero, en 4 = k(as, ..., Ar, Ba, ».., Ba) de 
Sa) = m.c.d. [g(2), píz)] € Alx] 


(donde 5, que divide a g, se descompone también completamente en factores 
lineales). 

Puesto que Bes cero simple de g (según la hipótesis de separabilidad), es 
también cero simple de $(x),que es por consiguiente de primer grado. Puesto 
que 8 € k(o)[x], se tiene B € k(a) luego a = —cf + o € k(0), por consiguiente 


k(a, B) < Ko), 
de donde se sigue la igualdad 


Ka, B) = k(0). 
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La demostración se termina fácilmente por recurrencia (Sobre el número 
de elementos B, ..., A). Supongamos en efecto el teorema cierto para k(a, B, ..., A) 
y demostrémoslo para k(a, B, ..., A, p),siendo y algebraico y separable sobre k. 
Según la hipótesis de recurrencia, existe un elemento 


p EHa, B, ..., MS Ha, Ba ..., A 4) 
tal que 


k(a, B, ..., A) = k(p), 
de donde 
k(a, B, ..., A, ) = k(p, p) = K 


y, según la primera parte de la demostración, existe un elemento o de K tal 
que K = k(0o) c.q.d. 


$ 9. Teorema de Wedderburn 


Teorema de Wedderburn. Todo cuerpo finito es conmutativo. 

Sea g un cuerpo dado. El centro $2 de o no es nunca vacio y es al menos 
de orden 2 puesto que contiene el subcuerpo primo de y; sea q su orden. 

Demostraremos la propiedad por recurrencia sobre el orden N de q. La 
propiedad es cierta para N =2, y la suponemos cierta para todo cuerpo de 
orden estrictamente inferior a N. 


El conjunto de los subcuerpos de « es finito,*por lo que hay al menos un 
subcuerpo de y maximal y que contiene a %2 y a un elemento arbitrario s de 
o— S£supuesto no vacío (a menos que se tenga y = (Q(S), pero entonces y, exten- 
sión simple de un cuerpo conmutativo, es conmutativo). En virtud de la hipó- 
tesis de recurrencia, todo subcuerpo maximal es conmutativo. Probemos que 
hay un solo subcuerpo maximal que contiene a s y a $; para ello, probaremos 
que dos subcuerpos maximales que contienen a 2, tienen por intersección 2. 
Sea sieo—y y y1 un subcuerpo maximal que contiene a 2 y a si. El siste- 
ma de generadores (y, s, ) engendra a o puesto que y es maximal. 


Sea € y1 My; z es pues permutable con si y con todo elemento de y, 
luego con todo elemento del subanillo de y constituido por las sumas finitas de 
productos finitos de s, con elementos de y, subanillo que no es otra cosa que 
el cuerpo y, puesto que todo subanillo finito de un cuerpo es un cuerpo y puesto 
que y, contenido estrictamente en este cuerpo, es maximal en o; x es pues un 
elemento del centro de q. 

Sea gr el orden de y; siendo y un campo de Galois, se puede obtener por 
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adjunción simple de un elemento c que verifica en Q[x] una ecuación irreduci- 
ble g(x) = 0 que, en o[x], es la ecuación 


8(2) = (2 — 0) (1 — 02) ... (1 — co), 


y siendo c elemento del cuerpo y del centro 2, se sabe que existe £ € o tal que 
ca = tct—-1, Resulta de aquí 


(caja = 0 = tort1 = 12012 


y, reiterando: 
ce = 441 = Pera 


de donde, para todo entero h: 
tic = cá4a, 


Pero c, elemento de y, verifica la ecuación 2%” = x, Se tiene entonces 


Cc == inn 


y C, que no era permutable con t, es permutable con tr. Pero t no pertenece a 
y puesto que Y es conmutativo y t no es permutable con c que pertenece a y; 
luego (y, tj o incluso (%, c,t) es un sistema de generadores para o, y tr, que 
es permutable con todo elemento de este sistema de generadores, es también 
permutable con todo elemento de , luego pertenece a $. 

Consideremos entonces el subconjunto de «o formado por las sumas finitas 


n-1n-1 

A > aye, con «=1, tt=1 (1€0) 

i=0 j=0 
donde para cada par dado de índices, ¿, j, se reemplaza ai por uno de los q 
elementos de 2. Se obtienen así qa términos todos distintos, pues si no fuera 
así se deduciría una relación 


0= bo $ age = ba Cjo, 
i=0 ¡=0 i=0 


poniendo 


n—1 
er'= ÉS asjot 


i=0 
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(con los ai no todos nulos). 

Pero Cj es un elemento de y y c no satisface a ninguna ecuación de grado 
menor que n en Q[xw]; luego Cf no puede ser nulo sin que lo sean todos los as; 
de esta relación. 

Si se tuviera 


n-1 
o=> Co, 


con los Cc; no todos nulos, f sería raíz de una ecuación de y[x] de grado 
< n—1;sea m el grado mínimo de una ecuación de y[x] satisfecha por t; 
se podría escribir: 


tM = ami +... + art + 00, m<n. 
Pero gmc = ca”; luego se tiene 
(amat—1 +. al + 00) e = Mama + + at + 00) 
y como 1hc = ce» parah < n,esto se escribe 


Amilcar — (amm +... Y ar(0e — cT)t + age — 02”) =0 


por lo que t será raíz de una ecuación de y[x] de grado inferior a m, lo que 
es imposible. Luego los Cf son todos nulos y los a: también. 

Probemos que estos q" elementos distintos constituyen un subanillo de y, 
que contiene estrictamente a y, de donde resultará que este conjunto es y. Nos 
basta demostrar que este conjunto, que es estable para la adición, lo es también 
para la multiplicación. 

Esto resulta inmediatamente del hecho de que 


ayetiayyct” = ayayyeticit” 
se pone bajo la forma deseada reemplazando: tc” por (c2/)'t1 ; luego, ts, si 


i=qn+r, 


POr wt CON w= (1) € Q, r < n; y (ca*)" como elemento de y por su expresión 


n 
> act, 
i=0 
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El orden N de y es pues igual a gr”, donde q es el orden del centro 2 
de q. El entero n interviene en el orden q” del subcuerpo maximal y. Como el 
orden de y es una cantidad ligada intrínsecamente a q, resulta que todo sub- 
cuerpo maximal de y tiene el mismo orden q”. 

Pero dos campos de Galois del mismo orden son isomorfos. Luego y = %(c) 
y yi= Q(c;) son isomorfos sobre (2; y e y e; elementos primitivos de Y y y: 
verifican la misma ecuación característica g(w) = 0, g(x) € Q[z]. Ahora bien, se 
ha visto ($ 4, teor, 3) que dos raíces c y ci de una misma ecuación irreducible 
en Q[z), situadas en un cuerpo no conmutativo que tiene por centro 2 están 
ligadas por e; =s es con s € o. Resulta inmediatamente que los grupos mul- 
tiplicativos y — (0) y y: — [0) son conjugados en el grupo multiplicativo 
o —(0). Pero entonces el grupo finito o — (0) resultaría cubierto por los 
conjugados de uno de sus subgrupos y, lo que es imposible (cap. 1, $ 7, teor. 4); 
se tiene pues 2 = 0. 


$ 10. Clausura algebraica de un cuerpo k 


Consideremos un cuerpo k y un conjunto Í de polinomios pi(x) (i € 1) de 
coeficientes en k (en particular, $ podrá ser el conjunto de todos los polinomios 
del anillo A[x]). Nos proponemos demostrar que existe una extensión algebraica 
de k en la cual todo polinomio pi(x) € Í se descompone en factores lineales; y 
además, que un subcuerpo K minimal entre los que tienen la propiedad prece- 
dente está determinado a menos de un k-isomorfismo, 

Supondremos que, en cada polinomio pi(x), el coeficiente de la potencia 
más alta de xse ha reducido a la unidad. Pongamos k' = k(x), cuerpo -de las 
funciones racionales en x con coeficientes en k, e introduzcamos un conjunto 
£yis) de indeterminadas yy dependientes de dos índices: el primer índice, d, 
recorre el conjunto / de índices del conjunto $ de polinomios p+(x) considerado; 
fijado i, el segundo índice, j, recorre el conjunto £4, 2, ..., ni] donde ni es el 
grado del polinomio pi(x). Sea D el anillo de polinomios, de coeficientes en A”, 
con respecto a las indeterminadas y; (cada uno de estos polinomios contiene 
sólo un número finito de tales indeterminadas). 

Consideremos en D el ideal a engendrado por los polinomios 


fix) = pix) — (x — yi,1) (u — Yi, 2) ... (1 — Yi, n,) 


El elemento unidad e del cuerpo k no pertenece al ideal a, pues, si e fuera 
una combinación lineal de r polinomios f:(x), de coeficientes racionales en x y 
enteros con respecto a los y;,s, se deduciría, reemplazando en estos polinomios 
los ys, que figuren por las raíces de los r polinomios ps correspondientes, una 
igualdad de la forma e = 0 (estas raices, en número finito, son consideradas 
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como elementos del cuerpo de descomposición del polinomio p(x), producto de 
los r polinomios ps en cuestión). 


Puesto que se tiene e a, el ideal a es distinto de D; está contenido en un 
ideal maximal m (4 D)(cap. VI, $ 2; esta proposición se apoya en el axioma 
de Zorn) el anillo cociente D/m es un cuerpo 4. 

Dos elementos distintos de k pertenecen a dos clases distintas módulo m, 
sin lo cual tendríamos e em y m= D. A contiene pues un subcuerpo iso- 
morío a k:es una extensión de k. 

Sea ni, s el elemento de 4 = D/m igual a la clase módulo m que contiene 
el elemento y«,y de D. Consideremos el cuerpo intermedio K, 


keK<sA 
obtenido adjuntando a k el conjunto de los ns. Puesto que tenemos, en D, 
fix) em, es decir fix) = 0 (m) 


el polinomio pi(x), considerado como elemento del anillo K[zx], admite en este 
anillo la descomposición 


pdz) = (1 — 71,1) (1 — 91,2) ... (2 — 94,2) 


El polinomio se descompone completamente, sobre K, en factores lineales; 
además, cada y«, que anula a pix) € K[z], es algebraico sobre k y, por consi- 
guiente, k es extensión algebraica de k. 

K es una extensión minimal con las propiedades precedentes pues un sub- 
cuerpo propio K' de K no contiene todos los ys, y por consiguiente uno al me- 
nos de los polinomios pi no se descompone, sobre K”,en factores todos lineales. 

Probemos, finalmente, que este cuerpo K está definido a menos de un k-iso- 
morfismo, y para ello, que si K1, Ka son dos de tales extensiones, existe un 
k-isomorfismo que aplica Ki sobre Kx. 

Sea 3 el conjunto de los k-isomorfismos p que aplican un cuerpo H, com- 
prendido entre k y K1,sobre un cuerpo Ha comprendido entre k y Ka: 


(p) Hi = Hs = q(Hx), k<s Hi < Ka, k< H2S< Ka. 
J no es vacio puesto que el automorfismo idéntico de k pertenece a 3 
(H, = k = Ha»). Si y pertenece a 3 y aplica H; sobre H¿, ponemos 
Hi< H; 
P<p si Hs < Hz 
[pes la restricción a H1 de y”. 
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La relación así definida en 3 es una relación de orden. Para esta relación de 
orden, 3 es inductivo. Sea en efecto (> una cadena de isomorfismos p extraída 
de J; los cuerpos HH, correspondientes forman una cadena C,, los Hz forman 
una cadena Cz. El subconjunto 

4 = l J Hi 


H,EC, 


de K, es un subcuerpo de K1;igualmente 


4=UJ)». 


1,EC, 


es un subcuerpo de Ka. Consideremos la aplicación H de 4A,en 4 definida de 
la manera siguiente: un elemento x de 4, pertenece al menos a un cuerpo 
H1€C, aplicado sobre un cuerpo Hz € Cg por un isomorfismo p € C: ponemos 


D(x) = plz) (€ Ha < 42) 


Puesto que G, C,, Ca son cadenas, la definición de H(x) no depende de la elec- 
ción del sistema ( Hi, q, Ha jtal que z € H,¡además dG aplica 4,sobre 4a y es 
un isomorfismo que, por construcción, es el mayorante mínimo de la cadena C. 

Según el axioma de Zorn, existe en 3 un isomorfismo maximal Y, que apli- 
ca un subcuerpo L, de K,sobre un subcuerpo La de Ka. Probemos que Li = Kj. 

Si Z, fuese subcuerpo propio de K,,al menos uno de los polinomios pix) € $, 
sea p(w), no se descompondría en factores lineales sobre Lx, ni por otra parte 
sobre La puesto que los k-isomorfismos Y y 'Y—1 hacen corresponden a toda 
descomposición de p(z) en Li[x]una descomposición de p en factores del mismo 
grado en La[xw] e inversamente, Sea Lí el cuerpo de descomposición de p(x) 
en K1, considerando p(=) como polinomio de Li[x] : se sabe ($ 2, teor. 1) que 
existe un isomorfismo Y” prolongación de Y (es decir cuya restricción a L, es 
Y) y que aplica L¡ sobre L¿. Pero entonces, por la relación de orden introducida 
antes, tendríamos la desigualdad estricta 


ZP 
que es imposible, puesto que Y es maximal. 

Luego Li = Ki y asimismo Le = K2 (pues P—1 es maximal con YP). 
Queda por tanto establecido el teorema. 

El cuerpo K obtenido así cuando se toma como conjunto $ el de todos 
los polinomios del anillo k[x] (o lo que viene a ser lo mismo, el conjunto de 
todos los polinomios irreducibles de este anillo) es por definición la clausura 
algebraica del cuerpo k. 
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Probemos por último que esta clausura algebraica K es un cuerpo alge- 
braicamente cerrado, es decir que todo polinomio del anillo K[xw] (y no sola- 
mente de k[x]) se descompone en K[x] en factores lineales, o también: el anillo 
K[x] no contiene polinomios irreducibles de grado superior a 1. 

Sea F(x) un polinomio irreducible del anillo K[x]. Supongamos F de grado 
superior a 1 y sea 0 (é K) un cero de F en un cuerpo de ruptura P de F: 


keKcP; 


9 es algebraico sobre K que es extensión algebraica de k, luego 9 es algebraico 
sobre k y verifica una ecuación irreducible 


1(a) =0 con f(x) € kx] < K[x]. 


Por consiguiente, F' divide a f. Como f(x) se descompone en factores lineales 
en K[=], hay contradicción en suponer que F(x) sea irreducible. 


$ II. Teorema de los ceros de Hilbert 


Ahora demostraremos un teorema importante debido a Hilbert, que se de- 
signa por teorema de los ceros. 

Dados un cuerpo conmutativo % y un ideal a del anillo de polinomios 
k[Z1, »., Zn] = A, se llama cero de este ideal sobre una extensión k' de ka 
todo punto (Éx, ..., En) € k'"en el cual todos los polinomios del ideal a toman 
el valor 0. Siendo ncetheriano el anillo A, el ideal a tendrá una base finita 


A=(ff)d  hEA, 


y para que el punto (Éx, ..., En) sea un cero de a, es necesario y suficiente que 
los r polinomios de base fi tomen en este punto el valor 0, 


Teorema. —Si un polinomio f € k[xa, ..., tn] se anula para todo cero del 
ideal a sobre una extensión algebraicamente cerrada $ de k, existe un expo- 
nente p tal que 

$0 € 0 = (la, me, $1), o  feRía). 


Vamos a reducir esta demostración a la de dos lemas. 


Lema 1. —Todo ideal distinto del ideal unidad A = (e) (donde e indica el 
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elemento unidad del cuerpo k), tiene por lo menos un cero en Q. 
En efecto, supongamos el lema demostrado; en el anillo B = K[z,, ..., Ln, u] 
donde u designa una nueva indeterminada, el ideal 


B = (fa, ..., fr, e — uf) 


es un ideal que no admite ningún cero en $2. Es pues el ideal unidad B = (e) 
y por consiguiente existen polinomios — bi, ..., br, br1 € B tales que 


e=bifi+ co + Drfr + besa (e — uf). 


En esta igualdad, atribuimos a la indeterminada u el valor 
e 


E «A 


y transformando la ecuación en entera, obtendremos, con un conveniente nú- 
mero entero p, 


fP=ah +... + Grfr. donde  “é(Z1, -.., Tn) € Á- 


El lema 1 implica pues el teorema. 

Es evidente que, en toda extensión algebraicamente cerrada $2 de k, el 
conjunto de los elementos algebraicos sobre k es una clausura algebraica K 
de k (todo polinomio de k[u] se descompone en S£[u] en factores lineales cuyos 
ceros son algebraicos sobre k y por consiguiente pertenecen a K), 

En estas condiciones, para establecer el lema 1, podemos utilizar el hecho 
de que todo ideal a distinto del ideal unidad está contenido en un ideal maxi- 
mal m (cap. VI, $ 2) y limitarnos a demostrar este lema para un tal ideal 
maximal: a < m implica en efecto que todo cero de m es un cero de q. 

Ahora bien, siendo m maximal, el anillo cociente A/m es un cuerpo. De- 
signemos por as la clase módulo m que contiene el polinomio x;; en virtud del 
homomorfismo de anillos 


A = Ajm, 
la clase que contiene un polinomio g(z,, ..., zn)es la clase g(as, ..., an) y tenemos 
A/m = k[ax, ..., an]. 
El lema 1 es, por lo tanto, consecuencia del siguiente: 


Lema 2.—Si un dominio de integridad A = kfax, ..., an] sobre el cuerpo 
k es un cuerpo, los generadores a, son algebraicos sobre k. 
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Establecido este lema, los a; pueden ser tomados como elementos de K 
y, para todo polinomio  f(2r, ..., Zn) € mM, /(as, ..., an) es nulo (puesto que m es 
el núcleo del homomorfismo A — A/m); (ax, ..., an) es pues un cero de m. 

Para establecer el lema 2, observemos en primer lugar que este enunciado 
es evidente para n= 1, pues, si as no es algebraico sobre k, el anillo k[a1] no 
es un cuerpo. Razonemos ahora por recurrencia. Puesto que 4 = k[as, ..., an] es 
un cuerpo, contiene el cuerpo k(ax), luego al anillo  k(ax) [az, ..., a 4 que, a su 
vez, contiene a k[ax] [as, ..., an] = 4, de donde la igualdad 


A = k(asx) [as, ..., Un]. 


Según la hipótesis de recurrencia as, ..., an, son algebraicos sobre k(ax), 
luego basta probar que as es algebraico sobre k. 

Cada uno de los elementos as, ..., an, satisface a una ecuación algebraica 
cuyos coeficientes pertenecen al anillo k[ax] y son los valores, para u = ax, de 
polinomios primos entre sí en su conjunto, pertenecientes al anillo ku]. Sea 
cs (ujel polinomio correspondiente al coeficiente director cas) de la ecuación 
a que satisface ay(í = 2, ..., n) Y p(u) el mínimo común múltiplo de los polino- 
mios cy(u) : tendremos p(a1) 4 0, y si ponemos 


Bi= plajas  (i=2,...n) 


cada uno de los elementos fi verifica una ecuación algebraica cuyo coeficiente 
director es el elemento unidad e y los restantes coeficientes pertenecen a k(ax); 
las B, son, pues, enteros algebraicos sobre k[ar]. Además, para todo elemento 
H(a1, «+ An) de A = k[as, ..., An], existe un número natural Pp tal que 


[p(asP fas, .... an) = glar, Bo, ..., Bn), 


donde g(u1, us, ..., Un) designa un polinomio en us, ua, ..., Un CON coeficientes de 
k; luego g(as, Ba, ..., Bn) es un entero algebraico sobre k[a1]. 

En particular, todo elemento g(as) del cuerpo k(as) (< A) verifica una 
igualdad de la forma 


[play p(a1) = g 


donde g, que aquí pertenece también a k(ax), es entero sobre k[a,]. 

Si ax fuese trascendente sobre k, az= u,el elemento g, de k(u), se escribi- 
ría en forma de cociente de dos polinomios g1(u), ga(u) primos entre si, verifi- 
cando a una ecuación de la forma, 


» .— 
EX) +4 ES) +.. +42 =0, donde a; € Hu]. 
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En el anillo k[u] esta ecuación implicaría: ga/g1. Entonces, o bien gz sería una 
unidad de k[u], es decir un elemento de k, y tendríamos g € k[u]; o bien todo 
factor irreducible de ga dividiría a g1,pero esto es imposible, por ser g1 y ga 
polinomios primos entre sí. 

Por último, si as fuese trascendente sobre k, az =u,la fracción racional 
p(u) se escribiría en la forma 


— glu) 
A 


donde g(u=) es un polinomio y p(u) un polinomio fijo. Pero esto es imposible, 


como se ve tomando q(u) = ON donde g(u) es un polinomio primo con p(u) 


(por ejemplo: q(u) = p(u) + e). 


$ 12. Teoría de Galois 


Dados un cuerpo K y un supercuerpo L de K, conmutativos, llamamos 
K-automorfismo de" L a todo automorfismo de L que deja fijo cada elemento 
de Kt: 


VaeK,  00=a. 


El siguiente teorema implica la introducción de un concepto fundamental 
para lo que sigue, que es el del llamado grupo de Galois: 


Teorema 1. — El conjunto G de los K-automorfismos de L es un grupo, al 
que llamamos grupo de Galois de L sobre K,y designaremos por Gp: x. Si K' 
es un cuerpo intermedio entre K y L, G.:x-es un subgrupo de Gp; kx. 


Es evidente que el automorfismo idéntico e de L es un K-automorfismo, y 
que el inverso ¿—1 de un K-automorfismo o lo es también; finalmente, también 
el producto ros de dos K-automorfismos es un K-automorfismo; por lo tanto 
G es un grupo (para la ley de composición o). 

Si se tiene K < K' < L, todo K”-automorfismo de L es un K-automoríismo 
de L; Gz: xs es pues un subgrupo de Gz:x. 


Teorema 2.—— El conjunto Fy de los elementos f de L que quedan inva- 
riantes en un grupoH(<G)de K-automorfismos de L,es un cuerpo intermedio 
K< Fh<L 


que un caso particular de la de K-ixomorfismo o isomorfismo sobre K, 
Js de K. que fue considerada anteriormente. 


1 Esta noción no es 
entre dos supercuerpos L, 
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llamado cuerpo fijo (o invariante) de H;la inclusión H < H'implica Fy4 2 Fyr. 
Sean a y bdos elementos del conjunto F, de los elementos que quedan 
invariables en un K-automorfismo q. Tenemos: 


pla — b) = pla) —pl(b) =a—b luego a—be Fo, 


y, si b no es nulo (lo que implica p(») 4 0), 
e): luego ¿Er 


F, es pues un subcuerpo de L; el conjunto de los elementos de L que quedan 
invariables por un conjunto « de K-automorfismos es el cuerpo 


ES 


(cuerpo fijo de d) y BD < Dimplica Fo < Fo. En el enunciado, d y d+ son 
subgrupos HH y H'de G. 

En resumen, a todo subgrupo H de G.:x= G Corresponde un cuerpo in- 
termedio Fy; a todo cuerpo intermedio K” corresponde un subgrupo Gz; x+ de 
G, y cada una de estas correspondencias es antiisótona respecto a la relación 
de inclusión. 

Es natural considerar en particular el cuerpo fijo Fg del grupo de Galois 
y ver si, mediante hipótesis convenientes, Fg coincide con K. 


Teorema 3. — Sean pr, ..., pn nautomorfismos distintos de L. Estos auto- 
morfismos son independientes, es decir que, si n elementos A,..., An de L son 
tales que 


0) DH dp) =0  Vrel, 


se tiene: Ay =0 (i = 1, ..., n). 


El teorema es evidente para n =1 (puesto que se tiene qy(x) 4 0 para 
x 0). Demostrémosle por recurrencia sobre n, suponiéndolo cierto para un 
número de automorfismos menor que n. 

Según la hipótesis de recurrencia, es imposible que sean nulos ciertos As 
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sin que lo sean todos; supongamos pues que son todos distintos de 0. Escriba- 
mos (1) en la forma 


n—1 
(2) > papilz) + pax) =0 , con p= AA 40; 


i=1 


sea a un elemento no nulo de L tal que 
parla) H qnla) ; 


reemplazando en (2) x por ax, se tiene 


n—1 


D, Hapila) plz) + enla) pal) = 0, 


ií=1 


de donde, multiplicando por [pn(a)]2 y restando de (2), 
n—1 


Y rule — pala) (ola) pala) = 0. 


i=1 


Como el coeficiente de p1(x) es distinto de cero, tenemos una contradicción, 
según la hipótesis de recurrencia; por consiguiente A =... = An =0. 

En todo lo que sigue supondremos que L es una extensión finita de K. 
Sea (L: K) su grado. 


Teorema 4.—a) Si 01, ..., omson m K-automorfismos distintos de L y si 
F es el cuerpo fijo Fede D = (01, ..., Om ), se tiene: 


(L:F)>m. 


b) Si el conjunto de automorfismos considerado (01, ..., 0m ] es un grupo 
H(< G), se tiene la igualdad 


(L:F)=m. 
a) Pongamos (L: F) =r y sea (as, ..., af) una base de L considerado 
como espacio vectorial sobre PF. 
Si fuese r < m, las r ecuaciones lineales 
m 
5) Nolay =0  (k=1..,1 
i=1 
27 Dumren d 
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tendrían soluciones no todas nulas xi € L. Sea entonces 


=D ha (mer) 


E=1 


un elemento cualquiera de L. Puesto que Fes el cuerpo fijo del conjunto de 
los os, tenemos 


odAx) = Ae 


de donde 
Miodax) = od) oax) = od(Arax) 


y, multiplicando las ecuaciones (3) por Ar, .., Ar y sumándolas, obtenemos: 


yA [S ao | mn > cdlzi=0, WleL; 
i=1Lc=1 


01, »:») 9mno serán pues linealmente independientes, lo que según el teorema 3 
es imposible. 

b)Supongamos ahora que se trata de un grupo H = (01, ..., 4m ) de K-auto- 
morfismos de L. 

Si tuviésemos r > m, existirían m + 1 elementos 1, ..., 4m+1 de L lineal- 
mente independientes sobre FP. Las m ecuaciones lineales 


mt 


(4) > ale =0 — (k=1,..,m) 


i=1 


tendrian soluciones y; € L no todas nulas, soluciones que, además, no perte- 
necen todas a FF pues, uno de los elementos del grupo H, sea «1, es el auto- 
morfismo idéntico e, por lo que la ecuación (4) correspondiente se escribe 


m+1 
z ey =0 


i=1 


y, por hipótesis, los o; son linealmente independientes sobre F. 
Entre los sistemas de soluciones no todas nulas de las ecuaciones (4), con- 
sideremos una que contenga el menor número posible y de elementos distintos 
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de 0; la denotaremos por 71, ..., po O, ..., O. Tenemos además y > 1, pues 
H=1 implicaría en particular 


moro) = qa =0 
lo cual no es cierto. Podemos también tomar 7) igual al elemento unidad e de 


L y escribir finalmente 


u—1 


(4) De muo(xv1) + ox(o,) = 0 (k = 1, ..., m). 


i=1 


Como ya hemos visto, las y: no están todas en F; sea por ejemplo mé F; 
existe entonces al menos un automorfismo ax, sea op, tal que 


om) + m. 


Reemplazando en (4')el índice k por el índice j y aplicando el automorfis- 
mo dp, obtenemos 


u—1 
Y ost [ap 0 09) (00) + (0900) (0) =0  (k=14 ..m). 


i=1 
Siendo H un grupo, j puede ser elegido de manera que 


0pO 07 = Or. 


Con esta elección y restando la ecuación precedente de (4'), obtenemos 


u—i 
6) Y [m— asno] orto) = 0 
i=1 
donde el coeficiente de ox(v) es distinto de cero, lo que contradice la defini- 
ción de p. 


El teorema precedente tiene consecuencias muy importantes. 
Por hipótesis, L es extensión finita de K; sea 


(L:K)=n. 
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El cuerpo fijo K= Fo del grupo de Galois G de L sobre K es un cuerpo in- 
termedio, por lo que 


(E: K).< n 


luego el orden del grupo de Galois G,igual a (L : K), es a lo sumo igual al grado 
nde L sobre K. 

Por otra parte, si es un subgrupo de G y F = Fy su cuerpo fijo, todo 
automorfismo «€ G que deja invariante a todo elemento de F pertenece a H 
puesto que, según la primera parte del teorema 4, el número total de estos auto- 
morfismos no puede exceder a (L: F) y que, según la segunda parte, H es 
precisamente de orden (L: F). H es pues el grupo de Galois de L sobre FP, y 
en particular G es el grupo de Galois de L sobre K. En otros términos, dos 
subgrupos distintos de G no pueden tener un mismo cuerpo intermedio como 
cuerpo fijo puesto que, cuando esto fuese, cada automorfismo de uno pertene- 
cería también al otro. 


Definición. — Diremos que una extensión finita L de K es galoisiana si 
el cuerpo fijo K del grupo de Galois G = Gz;x coincide con K. 


Teorema 5 a. —El cuerpo de descomposición L de un polinomio separable 
plx) € Kla] es una extensión galoisiana de K. 


Si p(x) tiene todas sus raíces en K,se tiene L = K, y G se reduce al auto- 
morfismo idéntico, y K=L= K. 

Razonemos pues por recurrencia sobre el número de raíces de p(w) no 
situadas en K,suponiendo el teorema cierto cuando este número sea menor que 
n y probándolo cuando n raíces no pertenecen a K. 

Sea 


p(x) = plz) ... pr(z) 


la descomposición de pen factores irreducibles en el anillo K[x], con, por ejem- 
plo, grado pi, =v > 1. Sea a, una raíz de pi(x), no perteneciente a K; ar € L. 
Puesto que p tiene menos de n raices fuera del cuerpo K(ax), L, que es también 
cuerpo de descomposición de p sobre este cuerpo, es una extensión galoisiana de 
K(ax). 

Ahora bien, según la hipótesis de separabilidad, las v raices as, ..., 4, 
de pi(x), todas situadas en el cuerpo de descomposición L, son distintas. El auto- 
morfismo idéntico de K se prolonga por un K-isomorfismo 6, que aplica el 
cuerpo de ruptura K(a1) de pi sobre el cuerpo de ruptura K(a;), en particular 
a, sobre a;; y 0, que transforma en sí mismo el polinomio p(x=) € K[x], se pro- 
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longa a su vez por un K-automorfismo o; del cuerpo de descomposición L. 
Como hace 0, os aplica a, sobre ay. 

Sea entonces u un elemento de K, es decir un elemento que queda invariable 
por todo K-automorfismo de L. En particular, u es invariante por todo auto- 
morfismo del grupo de Galois de L sobre K(a1), y, puesto que L es extensión 
galoisiana de K(a), u pertenece a K(ax) : 


u=w +00 +... +00, (04€ K); 
aplicando el automorfismo o, obtenemos 


9u=u=0+ 004 +... +00" 


y el polinomio de grado v— 1 
SAB db + 7 + Co — 4 € Lx] 


admite las v raíces distintas a, ..., a,, lo que exige que todos sus coeficientes 
sean nulos, en particular 


u=(w€K. 


Así, tenemos K< XK, de donde sigue la igualdad. 

Para establecer un recíproco, tendremos necesidad del lema siguiente. 

Lema. —Si una extensión finita L de K es galoisiana, entonces es separa- 
ble y todo elemento a de L es raiz de un polinomio irreducible de K[x] que, en 
Llx], se descompone totalmente en factores lineales, 

Sea G = (01, ..., 0 ), donde 01 = €, el grupo de Galois de L sobre K. De- 
signemos por as =,a, az, ..;, Ar los elementos distintos entre oía = a, ..., 040; 
as € L. Puesto que G es un grupo, se tiene, cualesquiera que sean ¿€ (1, ..., r ] 
Y PEL pod 


osas) = osioala)] = 0, (a) € Lar, «.-, ar ). 


Vemos así que cada automorfismo «o, permuta (biyectivamente) aj, ..., ar; por 
consiguiente, el polinomio 


16) = (—ax) ... (1 — az) € La] 


tiene todos sus coeficientes invariantes por cada o. Puesto que L es extensión 
galoisiana de K, cada uno de los coeficientes pertenece a K, f(x) € Klz]. 

Además, f(x) es irreducible sobre K. Sea en efecto g(x) un polinomio de 
K[x] que tenga por ejemplo a como raíz. Tenemos 


glas) = gloi(a)] = oi[g(a)] = 040) = 0; 
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ges un múltiplo de f: por consiguiente Í no tiene ningún divisor propio en 
K[x], es decir, es irreducible sobre K. Es evidente entonces que a es separable, 
y L es una extensión separable de K. 


Teorema 5 b. — Si una extensión finita L de K es galoisiana, L es cuerpo de 
descomposición de un polinomio p(xw) € K[x]. 

Sea (as, ..., an) una base de L considerado como espacio vectorial sobre K. 
Sea fi(x)el polinomio irreducible y separable de K[x]del cual aes raíz, formado 
como se ha visto en el lema, Puesto que f¿ en L[x], es un producto de factores 
lineales, el polinomio 


p(2) = fe) » ... + fn(x) 


se descompone completamente en factores lineales en L[x]. Además, un cuerpo 
intermedio L' sobre el cual p(w) se descompone en factores lineales contiene 
necesariamente a 41, ..., 4n y por consiguiente coincide con L; Les pues cuerpo 
de descomposición de p(x). 


Observación. — Si una extensión finita L de K es galoisiana, L es exten- 
sión galoisiana de todo cuerpo intermedio, 


Según los teoremas 54 y 5b, una extensión L finita y galoisiana de K no 
es otra cosa que el cuerpo de descomposición de un polinomio separable p(x) 
de K[x]: estas dos nociones coinciden. El grupo de Galois G = Gr: x se llama 
también grupo de la ecuación 


plz) =0. 


Teorema 6 (teorema fundamental). —a) Si una extensión finita L de K 
es galoisiana, cada cuerpo intermedio K' es el cuerpo fijo de un subgrupo G' de 
G; designando por ¡(G') y O(G') respectivamente el indice de G' en G y su 
orden, se tiene: 


(L: K') = 0(G”), (K': K) =(G)). 


El número de K-isomorfismos distintos de K'en L es ( K': K). 

b) Para que un cuerpo intermedio K'sea una extensión galoisiana de K, es 
necesario y suficiente que K'se transforme en sí mismo por todo automorfismo 
0€G,o también que G' sea subgrupo distinguido de G. El grupo de Galois 
de K' sobre K es entonces isomorfo al grupo cociente G/|G'. 


a) Como L es el cuerpo de descomposición de un polinomio separable 
p(x) € K[x] y este polinomio pertenece al superanillo K'[x], L es también una 
extensión galoisiana de K”. Por consiguiente, K'es el cuerpo fijo del subgrupo 
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G' de G definido como el conjunto de los K-automorfismos de L que dejan in- 
variante cada elemento de K”. Como consecuencia del teorema 4, subgrupos dis- 
tintos tienen cuerpo fijo distinto y se tiene: 


(L: K') = 0(6”. 


Puesto que 
(L: K) =(06G) 
es 

L: K 0(G 
A ON 

(L: K') —0(G') 

Todo K-automorfismo de L,oE€ G, aplica K'sobre un cuerpo intermedio 
o(K'); dos automorfismos o, 7 que pertenecen a una misma clase a la izquierda 
respecto a G' dan la misma imagen o(x) = r(x) para todo elemento x de K'. 
Inversamente, la igualdad o(x) = r(x) para todo x € K', implica que Too 
deja invariante a todo elemento de K”, luego pertenece a G'. El índice ¡(G”) es 
pues el número de K-isomorfismos distintos de K' en L, que provienen de los 
K-automorfismos de L. 

Además, cada K-isomorfismo p que aplica K' sobre un cuerpo K; compren- 
dido entre K y L se obtiene de la manera precedente; p, en éfecto, transforma el 
polinomio p(x) en sí mismo y, puesto que L es el cuerpo de descomposición 
de p(x) que pertenece a K¡[x), p puede prolongarse por un K-automorfismo o 
de L. 

Por consiguiente, el número de K-isomorfismos distintos de K' en L es 


(G') =K':K. 
b) Al cuerpo K; = oK”, imagen isomorfa de K”, está asociado un grupo G/ 
de G fácil de determinar: 
(6) G, =0G'0=, 
Es evidente en efecto que todo automorfismo de oG'o—1 deja invariante cada 
elemento de K; ; tenemos pues 0G'o—1 < G; ; pero intercambiando K' y K;, o y 
o—1, obtenemos análogamente o—1 Gjo < G”, de donde sigue la igualdad (6). 


Sea ahora IT” el grupo de los K-automorfismos de K”. Si K' es una exten- 
sión galoisiana de K, se tiene: 


(7) (K': K) =0(1). 


Pero inversamente, si designamos por K* el cuerpo fijo de 1”, tenemos 


O(T”) = (K' : K*), K<sK*t< K, 
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de donde (K*: K) =1, K* = K y por consiguiente K'es extensión galoisiana 
de K. Así pues, la igualdad (7) es una condición necesaria y suficiente para que 
K' sea una extensión galoisiana de K. 

Pero todo K-automorfismo de K'es un K-isomorfismo de K' en £. y el 
número de estos isomorfismos distintos es precisamente (K”: K). La igualdad 
(7) expresa, pues, que a K' = K' para todo automorfismo u € G. 

Ahora bien, esta igualdad, aK' = K', equivale a la de los subgrupos dis- 
tinguidos correspondientes, es decir, a 0G'0= G' que expresa que G' es 
subgrupo distinguido de G. 

En estas condiciones, los K-automorfismos de K”' corresponden biyectiva- 
mente a las clases de (G respecto a G”, y esta correspondencia biyectiva entre 
T" y G]G' es un isomorfismo, lo que completa la demostración. 


$ 13. Algunos complementos sobre las propiedades del grupo 
de Galois de un polinomio separable f(x) € K[x] 


Sea G= Gr:x el grupo de los K-automorfismos del cuerpo de descompo- 
sición L de f(x) sobre K; se dice también que G es el grupo de Galois del polino- 
mio f o de la ecuación f = 0. 

Sean a ..., a, las n raices (distintas) de f. Tenemos 


L=K (ar, -*<, an) = Kla ++.» 4] 


puesto que, como hemos visto, siendo las a; algebraicas sobre K, el anillo 
KLa; ..., a,] es un cuerpo. 

Siendo todo elemento de L una expresión polinómica en aj, ..., «a, con 
coeficientes en K, un automorfismo y € G está determinado si nos dan las 
imágenes o(a;) (i=1,..., 1), que son sendas a, puesto que 


flo(a)] = olf(a)] = 0(0) = 0. 


Además, por ser y una biyección de L, realiza una permutación 7 de rai- 
ces ay... an: a todo 0 € G corresponde asi una permutación del conjunto 
Lap »--, An) y o está determinado por q. 

Así, el grupo de Galois G de f(x) se corresponde biyectivamente con un 
subconjunto G del grupo de las permutaciones de (a, ..., an) y, como al auto- 
morfismo compuesto corresponde la permutación producto, G es un grupo iso- 
morfo con G. 


Teorema 1.—El grupo de Galois G = G;i:x del polinomio separable f(x) 
es isomorfo a un subgrupo G del grupo de permutaciones del conjunto (a, ..., an) 
de raices de la ecuación f(x) = 0. 
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Corolario. — El orden del grupo de Galois del polinomio separable f de 
grado n, es un divisor de n! 


Nota. —A dos raíces a, / de un mismo factor irreducible f, de f corres- 
ponde un isomorfismo de los cuerpos de ruptura K(a), K(a”), aplicando «a so- 
bre «a. Este isomorfismo se prolonga por un K-automorfismo del cuerpo de 
descomposición L de f, pues a y Y pertenecen a una misma clase de transitividad 
del grupo G. Inversamente, según el lema del $ 12, las raíces pertenecientes 
a una misma clase de transitividad son los ceros de un mismo polinomio irre- 
ducible de K[x], divisor de f. Las clases de transitividad del grupo G se 
corresponden, pues, biyectivamente con los factores irreducibles (distintos) del 
polinomio f; de aquí resulta que G es transitivo si y solamente si f es irreducible. 

Caracterizamos el grupo G buscando en qué condición una permutación y* 
de las raices aj, ..., a, del polinomio separable f(x) € K[x] es la restricción al 


conjunto — (a; ..., a, ) de un K-automorfismo y de L(u € G;:x). 
Es fácil obtener una condición necesaria. Sea g(x;, ..., Xx») un polinomio con 
coeficientes en K, g € K[X;, ..., X,J, tal que 


El%1, a.-, %m) =0.. 
Entonces, para todo y € G;:x, se tiene: 


o(g(%1, «.., %m)) =0 = g(0%,, ..., 0%n) = g(0*%1, ..., 0*%n), 


de donde obtenemos la condición necesaria: 

(C) Para todo polinomio g € K[x;, ..., x,] tal que g(a¡ -.., an) =0, se debe 
tener g(0*aj, ..., 0%a,)=0. 

Demostraremos que la condición necesaria (C) es también suficiente, Todo 
elemento / de L se escribe, al menos de una manera, bajo la forma de una suma 
finita. 


(1 l=Zab ar (€ K) 
y tenemos 


Vo E Gu:k, ol = Zei(021)* ... (0%) ; 


y se determina pues por su restricción en el conjunto A=(a,, ---, a, ). Sea enton- 
ces g* una permutación de A que satisface la condición (C); en todo elemento / 
de L, dado por una representación (1), asociamos 


Zclotx1) ... (0*aa)?" ; 
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definimos así una aplicación y de L en sí misma: en efecto si / admite otra re- 
presentación 


L= Lc. an, 
el polinomio 
El, +... Zn) = Da a — Lt dar 
es tal que 
8(%1, ..., An) =0; 
tenemos pues por hipótesis 


glo*a1, ..., 0*%n) =0 


y en consecuencia la transformada de / es independiente de la representación (1) 
utilizada. 

Por construcción, la transformada de 141" o de 1/' es visiblemente la suma 
o el producto de las transformadas de ! y 1”; la aplicación y es pues un endomor- 
fismo del cuerpo L; además, y deja fijo cada elemento de K. Es decir, que un 
cuerpo admite el endomorfismo cuando éste sea un automorfismo, salvo cuando 
la imagen se reduce a (0), puesto que el núcleo debe ser un ideal y un cuerpo no 
tiene ideal propio. Siendo el elemento unidad de K su propia imagen, y es un 
automorfismo de L sobre K, prolongando la permutación g* dada del conjunto 
A de las raices. 


Ejemplo. — Grupo de Galois de la ecuación binomia. 
Consideremos, sobre el cuerpo K, la ecuación binomia. 
(1) x—a=0 (a € K, a 0). 


Supongamos que el grado n no es múltiplo de la característica (condición 
siempre cumplida si K es de característica nula): el polinomio x"—a es, 
pues, separable. Supongamos también que el cuerpo K contiene una raíz n-ésima 
primitiva de la unidad £ (y como consecuencia todas las raíces n-ésimas de 
la unidad). 

Si 0 es una raiz de la ecuación (1), las otras son £0, ..., £"10; si £ 
pertenece a K, el cuerpo de descomposición L de x"—a sobre K es 


L=K(0). 
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Todo automorfismo y del grupo de Galois G = Gr:x aplica 9 sobre una cier- 
ta raíz £*9 y como consecuencia ZA 9 sobre ¿***9.Si «(0)=2¿0, (i= 1,2), 
se tiene (0,00)(0)=¿"*"8. Por tanto, el grupo de Galois G es isomorfo 
a un subgrupo (¿=, ¿*, ...) del grupo cíclico (£) de raíces n-ésimas de la 
unidad: resulta, por tanto, que G es cíclico y que su orden es divisor de n. 

Si x"—a es irreducible sobre K, 9 es de grado n y se tiene: (L:K)=n, 
G es, pues, de orden n y como consecuencia isomorío al grupo de las raices 
n-ésimas de la unidad. Esto es forzosamente asi cuando n es un número primo, 
distinto de la característica. 


Para simplificar, supondremos, a partir de ahora, que K es un cuerpo de 
caracteristica nula y que contiene a todas las raices de la unidad. 

Se dice que la ecuación f(x) = 0 sobre el cuerpo K es resoluble por radi- 
cales si se pueden encontrar supercuerpos de K: 


K, cuerpo de descomposición de 2o—Cy=0, cp € K, 
K;, cuerpo de descomposición de 2n1—C,=0, Cc, € K,, 


K¿, cuerpo de descomposición de 2%g-1— €¿_1 =0, C¿1 € K¿-1 


tales que L< K,, no siendo múltiplos de la caracteristica los enteros n,, my, 
ar 

El cálculo de L se reduce en este caso a una serie finita de extracciones 
de raíces n-ésimas, 

La situación anterior define, para el grupo de Galois G,:x, una propiedad 
fundamental. Siendo L (extensión galoisiana de K) extensión galoisiana del 
cuerpo intermedio K¿_,, tendremos según el $ 12, teorema 9: 


Gr:k,_, Y Gri:K,_ 67:15 


por consiguiente, G:xz,_ 1, imagen-homomorfa del grupo cíclico Gxg:x¿-1 es tam- 
bién cíclica. Por otra parte, siendo L y K1 extensiones galoisianas de 
Kiala=1,..., q—1;K,=K), Gr:x, es subgrupo distinguido de Gr:xp-1 y el 
grupo-cociente 

Gr:k) Gx: kr 2 Gkh: Ka, 


es ciclico, Gr:x admite pues una serie normal 
GrL:xD Gr: ...DGi:k, DE 
cuyos grupos cocientes son cíclicos, por lo cual resulta resoluble (capítulo VIII, 


$ 3); y puesto que es finito, admite por otra parte una serie de composición cuyos 
grupos cocientes son cíclicos de orden primo. Finalmente, podemos enunciar: 
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Teorema 2. — Si, sobre el cuerpo K, una ecuación f(x) = 0 es resoluble por 
radicales, su grupo de Galois es resoluble. 

Señalemos una consecuencia importante del teorema precedente: si se 
llama ecuación general de grado n la ecuación de grado n cuyos coeficientes 
son indeterminados (sobre un cuerpo primo), se puede demostrar que el grupo 
de Galois de la ecuación general de grado n es el grupo simétrico Sh y que, 
para n=> 5, este grupo S, no es resoluble. Resulta, pues, según el teorema 2, 
que, para n> 5, la ecuación general de grado n no es resoluble por radicales. 

Finalmente, el teorema 2 admite, mediante algunas hipótesis suplemen- 
tarias, un reciproco basándose en la propiedad siguiente. 


Teorema 3.—Sea L una extensión galoisiana, de grado n, del cuerpo K 
que contiene las raices de la unidad. Si el grupo de Galois G;:x es cíclico, L 
está engendrado por una raiz de ecuación binomia. 


Siendo L cuerpo de descomposición de un polinomio separable de K[x] 
es, según el teorema del elemento primitivo, extensión simple de K : L =K(9). 
Sea g un generador del grupo de Galois G = G:x, cíclico de orden (L : K) =n; 
tenemos: o” =€, designando e al automorfismo idéntico. 

Los n automorfismos distintose, o, ...., o”" de L son independientes de K 
(S 12, teorema 3) y, particularmente, es imposible que se tenga: 


VEL, l+teol+. + 0 01 =0, 


Por consiguiente, puesto que todo elemento 1 de L es una expresión polino- 
mial en 9 de grado n—1 o mayor, con coeficientes en K, es imposible que los 
elementos 


Ti =0% 4 Eoo0h ++... + 91. on—10), (a=1,...,n—1) 


sean todos nulos (1 =8 + £+... + £1=0, donde e designa el elemento uni- 
dad de K). Sea pues r +0 (1<yu<mn-—1). Adoptamos r =r. 


Tenemos: 
(2) or = 00% + ¿- 0044... + 51:04 = [—1r, 
de donde 
o(rr) = (or)" = ¿apa = ys, 


Así pues, r* es invariante por gy y como consecuencia por todo automorfismo 
7= 0 € G; es, por tanto, un elemento del cuerpo K: 


r=a€K; 
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luego, r es raíz de una ecuación binomia de grado n sobre el cuerpo K, 
La ecuación (2) implica: 


(3) or = ir kr (»=1,..,n— 1) 


puesto que £ es raiz n-ésima primitiva. El único automorfismo, en G = (o), 
que deja invariante a r es, pues, la identidad de s: el grupo de Galois G:k(r 
se reduce, por tanto, necesariamente a (£), lo cual implica: 


[L:K(N]=1, de donde L=K(r). 
De este teorema resulta: 


Teorema 4.— Una ecuación f(x) = 0, sobre el cuerpo K considerado, cuyo 
grupo de Galois G sea resoluble, es resoluble por radicales. 


Basta considerar una serie de composición de G y aplicar el teorema 3 a 
cada grupo cociente de esta serie. 


Un estudio más profundo, que no haremos aquí, del polinomio circular 
Dn (x), es decir, del polinomio que tiene por raices las raices primitivas n-ési- 
mas de la unidad, permite reemplazar la hipótesis de que K es de caracterís- 
tica nula y contiene todas las raices de la unidad, por unas hipótesis menos 
restrictivas, 
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